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THEORIE 

DES  FONCTIONS  ANALYTIQUES, 


CONTENANT 


Les  principes  du  Calcul  différentiel,  dcgairés  de  toute  considération 
d' injiniment  petits  oud'évanonissans ,  de  limites  ou  de  Jluxions , 
et  réduits  à  l' Analyse  algébrique  des  quantités  finies. 


PREMIERE     PARTIE. 
Exposition  de  la  Théorie ,  avec  ses  principaux  usages  dans  l'Analyse. 


î-  v/N  appelle yô«(r//fl//  triine  ou  Je  plusieurs  quantités,  toute  expression 
de  calcul  dans  laquelle  ces  quantités  entrent  d'une  manière  quelconque  , 
mêlées  ou  non  avec  d'autres  quantités  qu'on  regarde  comme  ayant  des 
valeurs  données  et  invariables  ,  tandis  que  les  quantités  de  la  fonction 
peuvent  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles.  Ainsi  dans  les  fonctions  on 
ne  considère  que  les  quantités  qu'on  suppose  variables ,  sans  aucun  égard 
aux  constantes  qui  peuvent  y  être  mêlées. 

2.  Pour  marquer  une  fonction  d'une  seule  variable  commeA-,  nous  ferons 
simplement  précéder  cette  variable  de  la  lettre  ou  caractéristique  f,  ou  P  : 
mais  lorsqu'on  voudra  dciigncr  la  fonction  d'unw  quantité  déjà  composée 
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de  cette  variable  ,  comme  a'  ou  n  — f-  b  x  ou  &c. ,  on  renfermera  cette 
quantité  entre  deux  parenthèses.  Ainsi /x  désignera  une  fonction  de  x, 
f(y'J>  ffii  -\-  i>  ^) ,  &c.  désigneront  des  fonctions  de  a-*  ,  de  ^  — i—  h  Xy  Sec. 

Pour  marquer  une  fonction  de  deux  variables  indépendantes  comme  x ,  y , 
nous  écrirons  f  (x,  y) ,  et  ainsi  Aes  autres. 

Lorsque  nous  voudrons  employer  d'autres  caractéristiques  pour  marquer 
les  fonctions,  nous  aurons  soin  d'en  avertir. 

Le  moi  fonction  a  été  employé  par  les  premiers  analystes  pour  désigner 
en  général  les  puissances  d'une  même  quantité.  Depuis  on  a  étendu  la 
signification  de  ce  mot  à  toute  quantité  formée  d'une  manière  quelconque 
d'une  autre  quantité.  Le'ibniti  et  les  Bcrnouïli  l'ont  employé  les  premiers 
dans  cette  acception  générale ,  et  il  est  aujourd'hui  généralement  adopté. 

3.  Considérons  donc  une  fonction  fx  d'une  variable  quelconque  x.  Si  à 
ia  place  de  a-  on  met  .v  —I—  i,  /étant  une  quantité  quelconque  indéterminée, 
elle  deviendra /(^.v  ~4-  /^;et  par  ia  théorie  des  séries  on  pourra  la  développer 
/en  une  suite  de  cette  forme  /  x  H—  p  i  -f-  tj  i'  — j—  r  P  -4-  «Sec,  dans 
laquelle  les  quantités  y),  ^,  r ,  Sic.  ,  coèfficiens  des  puissances  de/,  seront 
de  nouvelles  fonctions  de  .v ,  dérivées  de  la  fonction  primitive  fx  ,  et 
indépendantes  de  la  quantité  /.  ...... 

Il  est  clair  que  la  forme  des  fonctions  p ,  q  ,  r.  Sic.  dépendra  uniquement 
de  celle  de  la  fonction  fx  ;  et  on  déterminera  aisément  ces  fonctions  dans 
les  cas  particuliers  par  les  règles  ordinaires  de  l'algèbre,  en  développant 
ia  fonction  dans  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  /. 

4.  Cette  manière  de  déduire  d'une  fonction  donnée  d'autres  fonctions 
dérivées  et  dépendant  essentiellement  de  la  fonction  primitive,  est  de  la 
plus  grande  importance  dans  l'analyse.  La  formation  et  le  calcul  de  ces 
différentes  fonctions  sont  à  proprement  parler  le  véritable  objet  des  nou- 
veavtx  calculs  ,  c'est-à-dire  du  calcul  appelé  tiiffeienticl ,  o\\  jiuxionnel.  Les 
premiers  géomètres  qui  ont  employé  le  calcul  di'Iércntiel ,  Leihiiiti,  les 
Bernoulli ,  ï Hôpital ,  S^c.  l'ont  (onde  sur  la  considération  des  quantités 
infiniment  petites  de  ditférens  ordres  ,  et  sur  la  supposition  qu'on  peut 
regarder  et  traiter  comme  égales  les  quantités  qui  ne  ditfcreiit  entre  elles 
q^ue  par  des  quantités  infiniment  petites  à  leur  égard.  Cop.tens  d'arriver 
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par  les  procédés  de  ce  calcul  d'une  manière  prompte  et  sûre  à  des  résultats 
exacts,  ils  jie  se  sont  point  occupes  d'en  démontrer  les  prijicipes.  Ceux 
qui  les  ont  suivis,  Eu/cr ,  à' Alembcrt ,  &c.  ont  cherché  à  suppléer  à  ce 
défaut,  en  faisant  voir,  par  des  applications  particulières,  que  les  diffé- 
rences qu'on  suppose  infiniment  petites,  doivent  être  absolument  nulles, 
et  que  leurs  rapports  ,  seules  quantités  qui  entrent  réellement  dans  le  calcul, 
ne  sont  autre  chose  que  les  limites  des  rapports  des  difîérences  finies ,  ou 
indéfinies. 

Mais  il  fiut  avouer  que  cette  idée,  quoique  juste  en  elle-même,  n'est 
pas  assez  claire  pour  servir  de  principe  à  une  science  dont  la  certitude  doit 
être  fondée  sur  l'évidence,  et  sur-tout  pour  être  présentée  aux  commençans; 
d'ailleurs  il  me  semble  que  comme  dans  le  calcul  différeniitl ,  tel  qu'on 
l'emploie,  on  considère  et  on  calcule  en  effet  les  quantités  infiniment 
petites  ou  supposées  infiniment  petites  elles-mêmes,  la  véritable  métaphy- 
sique de  ce  calcul  consiste  en  ce  que  l'erreur  résultant  de  cette  fausse 
supposition  est  redressée  ou  compensée  par  celle  qui  naît  Acs  procédés 
mêmes  du  calcul,  suivant  lesquels  on  ne  retient  dans  la  différenciation 
que  les  quantités  infiniment  petites  du  même  ordre.  Par  exemple  ,  en 
regardant  une  courbe  comme  un  polygone  d'un  nombre  inlmi  de  côtés 
chacun  infiniment  petit,  et  dont  le  prolongement  est  la  tangente  de  la 
courbe,  il  est  clair  qu'on  fait  une  supposition  erronée;  mais  l'erreur  se 
trouve  corrigée  dans  le  calcul  par  l'omission  qu'on  y  fait  ilcs  quantité» 
infiniment  petites.  C'est  ce  qu'on  peut  faire  voir  aisément  dans  des 
exemples,  mais  dont  il  serait  peut-être  difficile  de  donner  une  démons-, 
iraiion  générale. 

5.  Newton  ,  pour  éviter  la  supposition  des  infiniment  petits,  a  considéré 
les  quantités  mathématiques  comme  engendrées  par  le  mouvement,  et  il  a 
cherché  une  méthode  pour  déterminer  directement  les  vitesses  ou  plutôt  le 
rapport  des  vitesses  variables  avec  lesquelles  ces  quaiuités  sont  produites;c'est 
ce  qu'on  appelle,  d'après  lui,  la  méthode  des  jiiixions  ou  le  calcul  jluxionttel , 
parce  qu'il  a  nommé  ces  vitesses  Jùixi 0/1  s  des  quatititc's.  Cette  méthode  ou  ce 
calcul  s'accorde  pour  le  fond  et  pour  les  opérations,  avec  le  calcul  diflérciuicl , 
et  n'en  diffère  que  par  la  métaphysique  qui  parait  en  efièt  plus  claire,  parce 

A   2 
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que  toiitie  monde  a  ou  croit  avoir  une  idée  de  la  vitesse.  Mais,  d'un  côté,- 
introduire  le  mouvement  dans  un  calcul  qui  n'a  que  des  quantités  algébriques 
pour  objet,  c'est  y  introduire  une  idée  étrangère,  et  qui  oblige  à  regarder  ces 
quantités  comme  des  lignes  parcourues  par  un  mobile;  de  lautre,  il  faut 
avouer  qu'on  n'a  pas  même  une  idée  bien  nette  de  ce  que  c'est  que  la 
vitesse  d'un  point  à  chaque  instant,  lorsque  celte  vitesse  est  variable;  et 
OJi  p.eut  voir  par  le  savant  Traité  des  fluxions  de  Machiurin  ,  combien  jl 
est  difficile  de  démontrer  rigoureusement  la  méthode  iS^as  fluxions ,  et 
combien  d'artifices  particuliers  il  faut  employer  pour  démontrer  les  diffé- 
rentes parties  de  cette  méthode. 

Aussi  Newton  lui-même,  dans  son  livre  Aes  Principes,  a  préféré, 
comme  plus  courte ,  la  méthode  Aes  dernières  raisons  i^es  quantités  éva- 
nouissantes ;  et  il  faut  avouer  que  c'est  aux  principes  de  cette  méthode 
que  se  réduisent  en  dernière  analyse  les  démonstrations  relatives  à  celle 
des  fluxions.  Mais  cette  méthode  a  , -comme  celle  des  limites  dont  nous 
avons  parlé  plus  liant,  et  cpii  n'en  est  proprement  que  la  traduction  algé- 
brique, le  grand  inconvénient  de  considérer  les  quantités  dans  l'état  où 
elles  cessent,  pour  ainsi  dire,  d'être  quantités;  car  quoiqu'on  conçoive 
toujours  bien  le  rapport  de  deux  quantités  tant  (pi'ellcs  ilemeurent  finies, 
ce  rapport  n'oflre  plus  à  l'esprit  une  idée  claire  et  précise ,  aussitôt  que 
ses  deux  termes  deviennent  l'un  et  l'autre  nuls  à-la-fois. 

6.  C'est  pour  prévenir  cas  difficultés,  qu'un  habile  géomètre  anglais, 
qui  a  fait  dans  l'analyse  des  découvertes  importantes ,  a  proposé  dans  ces 
derniers  temps  de  substituer  à  fa  méthode  des  fluxions  ,  jusqu'alors  suivie 
scrupuleusement  par  tous  les  géomètres  anglais  ,  une  autre  méthode 
purement  analytique  ,  et  analogue  à  la  méthode  diflcrentielle  ,  mais  dans- 
laquelle,  au  lieu  de  n'employer  que  les  différences  infiniment  petites  ou 
iiidles  des  quantités  variables  ,  on  emploie  d'abord  des  valeurs  diflcrenles 
de  ces  quantités  ,  qu'on  égale  ensuite ,  après  avoir  fait  disparaître  par  la 
diviiion  le  facteur  que  cette  égalité  rendrait  nul.  Par  ce  moyen ,  on  évite 
à  la  vérité  les  infiniment  petits,  et  les  quantités  évanouissantes;  mais  les 
procédés  et  les  applications  du  calcul  sont  embarrassans  et  peu  naturels  , 
et  il  faut  convenir  que  cette  jnanicre  de  rendre  le  calcul  différentiel  plus 
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rîojoiireux  clans  ses  principe^,  lui  fait  perdre  ses  principaux  avantages,  la 
simplicité  de  la  méthode  et  la  facilité  des  opérations,  l^'^oyei  l'ouvrage 
intitulé  :  T/ie  resiJuul  anaJysis ,  <-/  new  brandi  oj  îhc  ohj^chric  art  by  John 
Landen  ,  LonJon ,  iy6^;  ainsi  que  le  discours  publié  par  le  mèine 
auteur  ,  en    1758  ,  sur  \-i  même  objet. 

Ces  variations  dans  la  manière  d'établir  et  de  présenter  les  principes 
du  calcul  diflvrentiel  ,  et  même  dans  la  dénomination  de  ce  calcul , 
montrent,  ce  me  semble,  qu'on  \\q\\  avait  pas  saisi  la  véritable  théorie, 
quoiqu'on  eût  trouvé  d'abord  les  règles  les  plus  simples  et  les  plus 
commodes  pour  le  mécanisme  des  opérations. 

7.  Dans  un  mémoire  imprimé  parmi  ceux  de  l'académie  de  Berlin,  de 
1772,  j'avançai  que  la  théorie  du  développement  des  fonctions  en  série 
contenait  les  vrais  principes  du  calcul  différentiel  ,  dégagé;  de  toute  consi- 
dération d'infiniment  petits  ,  ou  de  limites  ,  et  je  démontrai  par  cette 
théorie  le  théorème  de  Ta'ilor ,  qu'on  peut  regarder  comme  le  principe 
fondamental  de  ce  calcul ,  et  qu'on  n'avait  encore  démontré  que  par  le 
secours  de  ce  même  calcul,  ou  par  la  considération  des  différences  infini- 
ment petites. 

Depuis,  /4/-/;ci^v7.r/ a  présenté  à  l'académie  cîes  sciences  un  beau  mémoire.. 
où  la  même  idée  est  exposée  avec  des  développemcns  et  Ans  applications 
qui  lui  appartiennent.  Cet  ouvrage  ne  doit  rien  laisser  à  désirer  sur  l'objet 
dont  il  s'agit  ;  mais  l'auteur  n'ayant  pas  encore  jugé  à  propos  de  le  faire 
parahre  ,  et  m'étant  trouvé  engagé  par  des  circonstances  particulières  à 
développer  les  principes  généraux  de  l'analyse ,  j'ai  rappelé  mes  anciennes 
idées  sur  ceux  du  calcul  différentiel  ,  et  j'ai  fait  de  nouvelles  réflexions 
tendantes  à  les  confirmer  et  à  les  généraliser  ;  c'est  ce  cjui  a  occasionné  cet 
écrit,  que  je  ne  me  détermine  à  publier  que  par  la  considération  de  l'uti- 
lité dont  il  peut  être  à  ceux  qui  étudient  cette  branche  importante  de 
l'analyse. 

8.  11  peut  au  rest'e  paraître  surprenant  que  cette  manière  d'envisager  le 
calcul  différentiel  ne  se  soit  pas  ofierte  plutôt  aux  géomètres  ,  et  sur- tout 
qu'elle  ait  échappé  à  Newton ,  inventeur  de  la  méthode  *\e$  séries  et  de 
celle  des  fluxions.  Mais  nous  obse/verons  à  cet  égard  qu'en  effet  Newion 
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n'avait  d'abord  employé  que  la  simple  considération  des  séries  pour  ré- 
soudre le  problème  troisième  du  second  livre  des  Principes  ,  dans  lequel 
il  cherche  la  loi  de  la  résistance  nécessaire  pour  qu'un  corps  pesant  décrive 
librement  une  courbe  donnée;  problème  qui  dépend  naturellement  du 
calcul  dilTérentiel  ou  fluxionnel.  On  sait  que  Jea/i  Benioulli  trouva  cette 
solution  fausse,  en  la  comparant  avec  celle  qui  résulte  du  calcul  diffé- 
rentiel; et  son  neveu  Nicolas  prétendit  que  l'erreur  venait  de  ce  que 
Newton  avait  pris  le  troisième  terme  de  la  série  convergente  dans  laquelle 
il  réduisait  l'ordonnée  de  la  courbe  donnée  ,  pour  la  difîérentielle  seconde 
de  cette  ordonnée ,  et  le  quatrième  pour  la  différentielle  troisième ,  au 
lieu  c[ue  suivant  les  régies  du  calcul  différentiel,  ces  termes  ne  sont,  l'un 
que  la  moitié  ,  l'autre  que  la  sixième  partie  <\&i  mêmes  différentielles. 
(  Voyc'^  les  Mémoires  de  l'académie  des  sciences  de  1711,  et  le  tome  I." 
des  Œuvres  de  Jean  Benioulli.  )  Newton ,  sans  répondre,  abondonna  entiè- 
rement sa  première  méthode,  et  donna  dans  la  seconde  édition  des  prin- 
cipes une  solution  différente  du  même  problème  ,  fondée  sur  la  méthode 
même  du  calcul  différentiel.  Depuis  on  n'a  plus  parlé  de  l'application  de 
la  méthode  des  séries  à  ce  genre  de  problèmes ,  que  pour  avertir  de  la 
méprise  dans  laquelle  Newton  é\.?àt  tombé,  et  faire  sentir  la  nécessité  d'avoir 
C'^ard  à  l'observation  de  Nicolas  Bernoulli.  (  Voyez  l'Encyclopédie  ,  aux 
articles  différentiel ,  force.  )  Mais  nous  ferons  voir  que  cette  méprise  ne 
vient  point  du  fond  de  la  méthode,  mais  simplement  de  ce  que  Newton 
n'a  pas  tenu  compte  de  tous  les  termes  auxcpiels  il  fallait  avoir  égard  ,  et 
nous  rectifierons  de  cette  manière  sa  première  solution ,  dont  aucun  des 
commentateurs  des  Principes  n'a  fait  mention. 

p.  Nous  nous  proposons  dans  cet  écrit  de  considérer  les  fonctions 
qui  naissent  du  développement  d'une  fonction  quelconque.  Nous 
donnerons  la  loi  de  leur  formation  et  ue  leur  dérivation  ,  et  nous  en 
montrerons  l'usage  pour  la  transformation  Aas  expressions  analytiques. 
Nous  ferons  ensuite  l'application  de  ces  fonctions  dérivées  aux  prin- 
cipaux problèmes  de  géométrie  et  de  mécanique  qui  se  rapportciu  au 
calcul  difiéreniiel ,  et  nous  donnerons  par-là  à  la  solution  de  ces  pro- 
blèmes la   rigueur   des  anciennes    démonstrations.    Enlin  ,    nous    ferons 
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Toîr  l'identitc  Je  ce  calcul  des  fonctions  avec  le  calcul  cliirérenîicl  pro- 
prement dit,  et  nous  démontreroiis  par  ce  moyen  les  principes  et  les 
règles  connues  de  celui-ci  ,  d'une  manière,  indcoendante  de  toute  suppo- 
sition et  de   toute   métaphysique. 

10.  Mais  pour  ne  rien  avancer  gratuitement,  nous  commencerons  par 
examiner  la  forme  même  de  la  série  qui  doit  représenter  le  développement 
de  toute  fonctiony"A-, lorsqu'on  y  substitue .v—f-/  à  la  place  de  .v.etque  iious 
avons  supposée  ne  devoir  contenir  que  des  puissances  entières  et  jo.siiivcs 
de  i  (11.°  j). 

Cette  supposition  se  vérifie  en  effet  par  le  développement  des  différentes 
fonctions  connues;  mais  personne,  que  je  sache,  n'a  cherché  à  la  dé- 
montrer à  priori  ;  ce  qui  me  paraît  néanmoins  d'autant  plus  nécessaire, 
qu'il  y  a  des  cas  particuliers  où  elle  ne  peut  pas  avoir  lieu.  D'ailleurs  le 
calcul  dificrentiei  porte  expressément  sur  cette  même  supposition  ,  et 
les  cas  qui  font  exception  sont  précisément  ceux  où  ce  calcul  a  été  accusé 
d'être  en  défaut. 

Je  vais  d'abord  démontrer  que  dans  la  série  résultant  du  développement 
de  la  fonctiony^^x— I—  i) ,  il  ne  peut  se  trouver  aucune  puissance  fraction- 
naire de;,  à  moins  qu'on  ne  donne  à  .v  des  valeurs  particulières. 

En  efîêt ,  il  est  clair  que  les  radicaux  de  /  ne  pourraient  venir  que  des 
radicaux  renfermés  dans  la  fonction  primitive /.v,  et  il  est  clair  en  même 
temps  que  la  substitution  de  x~\-i ,  au  lieu  de  .v,  ne  pourrait  ni  augmenter  ni 
diminuer  le  nombre  de  ces  radicaux  ni  en  changer  la  nature ,  tant  que  x 
et  i  sont  des  quantités  indéterminées.  D'un  autre  côté,  on  sait  par  la  théorie 
des  équations,  que  tout  radical  a  autant  de  valeurs  différentes  qu'il  y  a  d'unités 
dans  son  exposant,  et  que  toute  fonction  irrationnelle  a  par  conséquent 
autant  cie-valeurs  différentes  qu'on  peut  faire  de  combinaisons  des  différentes 
valeurs  des  radicaux  qu'elle  renferme.  Donc  si   le  développement   de  la 

fonction /(-^.Y  — f-  i)  pouvait  contenir  un  terme  de  la  forme  ///"  ,  la 
fonction  fx  serait  nécessairement  irrationnelle  ,  et  aurait  par  conséquent 
un  certain  nombre  de  valeurs  différentes  ,  qui  serait  le  nicme  pour  la 
ionc\\o\\f(x  -+-  i) ,  ainsi  cpie  pour  son  développement.  Mais  ce  développe- 
ment étajit  représenté  par  la  séricy".v -i— /'^H— -7/' -i-&.c.  — f— ;// '  — f- &.c,. 
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chaque  valeur  Je  fx  se-  combinerait  avec  chacune  àes  n  valeurs  du 
radical  y /■"  ;  de  sorte  que  la  fonction /(^.v -h- //>  développée,  aurait  plus 
de  valeurs  différentes  que  la  même  fonction  non  développée ,  ce  qui  est 
absurde. 

Cette  démonstration  est  générale  et  rigoureuse  tant  que  x  et  i  demeurent 
indéterminées;  mais  elle  cesserait  de  i'ctre ,  si  on  donnait  à  x  des  valeurs 
déterminées;  car  il  serait  possible  que  ces  valeurs  détruisissent  quelques 
radicaux  dans/V,  qui  pourraient  néanmoins  subsister  dans/,^.v-f-/y'.  Nous 
examinerons  plus  bas  (ii."  j^)  cqs  cas  particuliers  et  les  conséquences  qui 
en  résultent. 

I  I .  Nous  étant  ainsi  assurés  de  îa  forme  générale  du  développement  de 
la  fonction  f(x  -\-  i) ,  voyons  plus  particulièrement  en  quoi  ce  développe- 
ment consiste  ,  cl  ce  que  signifie  chacun  de  ses  termes. 

On  voit  d'abord  que  si  on  cherche  dans  cette  fonction  ce  qui  est  indé- 
pendant de  la  quantité  /,  il  n'y  a  qu'à  faire/  z=:  o,  ce  qui  la  réduit  àfx. 
Ainsi /a-  est  la  partie  de  f(x  -{-  i) ,  qui  reste  lorsque  la  quantité  ;  devient 
nulle;  de  sorte  c[\\ef(x  -f-  i)  sera  égale  à/.v,  plus  à  une  quantité  qui  doit 
disparaître  en  faisant /' r=  G ,  et  qui  sera  par  conséquent,  ou  pourra  être 
censée  multipliée  par  une  puissance  positive  de  /.•  et  comme  nous  venons 
de  démontrer  (]uc  dans  le  développement  de  ffx  -+-  i)  il  ne  peut  entrer 
aucune  puissance  fractionnaire  de  / ,  il  s'ensuit  que  la  quantité  dont  il 
s'aL;il  ne  pourra  être  multipliée  que  par  ime  puissance  positive  et  entière 
de  /;  elle  .-^cra  tlonc  de  la  forme  /  P,  P  étant  une  fonction  de  A'et/,  qui 
ne  deviendra  point  infniie  lorsque  /  rr:  o.  .  .       " 

On  aura  donc  ainsi //-v  -H  i)   rr=  fx  -H  iP,  àowcf(x  -f-  i)  fx 

—  l  P ^  et  par  conséquent  divisible  par  /;  la  division  faite,  on  aura  P::;= 

/ 
Or,  P  étant  une  nouvelle  fonction  de  v  et  /',  on  pourra  de  même  en 
séparer  ce  qui  est  indépendant  de  /,  et  qui  par  conséquent  ne  s'évanouit  pas 
lorsque  i  devient  nul.  Soit  donc  y  ce  que  ticvient  P  lorsqu'on  lait  /'  :r=  o  , 
■p  sera  une  loiiciio]i  de  v  sans  \:  et  par  un  raisomiemeiU  semblable  au  pré- 
cédent, on  prouvera  que /^  :=:/)-H '(2.  /'(2<-'tant  la  partie  deP,  qui  devient 

nulle 
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nulle  lorsque  /  =  o  ,  et  Q  étant  une  nouvelle  fonction  de  .v  et  l  qui  ne 
devient  pas  infinie  lorsque  /  =:=  o. 

On  aura  donc  F — /'  =  '  C^.  et  par  conséquent  divisible  par  i;  la  division 

faite,  on  aura  Q=i  — ~^.  Soit  ^  la  valeur  ds  Q.  en  y  faisant  i  =  o, 

q  sera  une  fonction  de  .v  sans  /;  et  la  partie  de  Q,  qui  devient  nulle  lorsque  i 
devient  nul,  sera  comme  ci-dessus  de  la  forme  /  R,  R  étant  une  fonction 
de  .V  et  /,  qui  ne  deviendra  pas  infinie  lorsque  i  :==.  o  ,  et  qu'on  trouvera 
en  divisant  Q  —  <-/  par  /.•  et  ainsi  de  suite.      -,  •  .         ■ 

On  aura,  par  ce  procédé,  ffx  -+-  i)  :=/^'  -+~  '■^'  R  =  P  -+-  ïQ' 
Qz=z  (j  -{-  i  R  ,  R  ^  r  -{-  i  S,  &c.  ;  donc,  substituant  successivement. 

'//.v  -H  /;  —fx  -+-  ïP  —fx  -^  ip  -+.  r-Q  z=zfx  -4-  ip  -+-  /V  -J- 

i*i?zi=&c.  ;  ce  qui  donnera  pour  le  développement  de  ffx-i-ij ,  une 
série  de  la  forme  que  nous  avons  supposée  au  commencement. 

i  2 .  Soit,  par  exemple ,  fx  z=: — ,  on  auni/fx  —H-  'J  = r-/  donc  iP 


X  -+-  i 


I 


X  -i-  i  X  X 


/^==  —  -rzr—r '/'==  — 


(  X  -^  i)     '  X  (x  -t-  i) 


J .^  I \ '  Q     

X-  '''^—  x(x-,-i)      ~^         x^  —      X^XH-l)       '      ^    ~~ 

'■(x-i-ij      '^  .X'      ''  .v'  ^.v    -+-    /■;  .v' 

/  /?  rr: -— ' --;  /'  = 1 —  .  ^^'-y  ainsi  on 


Ar'  (x   ■+-    i)  -v'  ^  X   -\-    i  ^ 

I  T  /  I  .  Z 

aura  -. := — rr—  = -7 

X    -r-     l  X  X   (x     -f-     tj  X  A 


Jf'   (  .V    -¥-     i)  X  '         *'   .v"  .v'  A  '    (  X    ■+■     !  J 

comme  il  résulte  de  la  division  actuelle. 

Prenons   encore  pour  exejnpie  la  fonction  irrationnelle   Yx.  On  aura 
donc/x  :=!  Vx,f(x  -^-  ij  =:z  V  (x  -i-  ij  z=  Vx  -+-  i  P  ;  donc  /  P 

i=.V(x-V--0-Vx^-—-i-—~;P^ 


V  (x  ^i)  ^  Vx      '  /  (x-^  i)  -+-  Vx   ' 


^  —    z  Vx   '  'Q.  ^^  P  —  P  ^^  ~/  -x  ^  i)^Vx    .         TTT 
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V X   —    /^jc   -4-   i)  i 

2.V xiv (x  -H  /•;  -H  Vx'\  T771~7J7~^f)~X~77Y      ' 

'     (  -1 1 .-  ;  z=z 


[  /  ('.r  -t-  /^  -f_  3  /.v  ]    [  /  fx  -+-  i)  —  /.v  ]     i  /  ('jr  -^  ij  -^  ^  ^ x 


„ V(x-^i)^  3  Vx  _       I  ,    o 

De  sorte  qu'on  aura  Je  cette  manière  K  /.v  — |—  i)  zzz.  V  -v— J—  7- — 


—  t/y  -i ^ ^- =    /; 

'    •        "^        -./..  ../.,r.//.,    .    j  1    .     ./.. Ti     ^ 


Vx  z  v'x  [  V(x  -+-  i)  -H  /a-]^  '  2  /.v 

-77-  r  ^=:  K  .V 


8  A-  /.v  8  .V  /.v  [  /('a-  -+-  ?■;  -4-  /a  ]  •'  ■■      •  ■  ,   j/_.^.  3  ^  ^^ 

—  &c.   Cette  dernière  série  est  "celie  qu'on  trouve  par 


i' 


I  6  X'  t/x 
j    l'extraction  actuelle  Je  la  racine  quarrce  ou  par  la  formule  Ju  binôme. 

13.  Il  serait  difficile  J'exccuter  ces  opérations  sur  les  fonctions  irra- 
tionnelles plus  compliquées;  mais,  en  faisant  disparaître  les  irratîonnalités 
par  rapport  à  la  cj[uaatiLé  /,  l'application  Je  la  méthode  n'aura  plus  de 
difficulté. 

Ainsi,   en  reprenant  l'exemple  précéJent ,   on   partira   de   l'équation 

y  (x  -\—  i)  ir=  y  X  —v-  i P ,  qui  éiant  élevée  au  quarré  pour  dégager  i'/  de 

^J^.,<<  dessous  le  signe  radical, devient  après  la  division  par  /,  i  z^:i  Pyx~^iP\' 

.    -    .-■'tv       faisant  /  rz=  o  ,  Pdevient  M,  et  1  on  aura  I  rziz^Si/' K.v  ;  d'où /Jzr: — r- .  On 

^  jera  Jonc  Pzzzp  — }—  /Q,  ce  qui  étant  substitué,  on  aura,  après  la  division 

^.'^   (     par  i ,  o   =1: H   iQyx  H , H/"(2'.  Faisant /=::  o, 

^  l  4.A-  .  Vx 

Q  devient  </;  donc   on   aura — i—   2   7  )/ .v  m   o  ,    d'où    l'on 

■'  ^.r  •' 

tire  <7  zzn :; — .  On  fera  donc  (2  :;=  '7  -H  '^;  t.'t  ain.-i  de  suite, 

6  ,V  VA" 
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On  peut,  à  la  vérité,  trouver  les  valeurs  de  p,  q,  r ,  <Scc.  d'une  manière 
plus  expéditive,  en  faisant  tout  de  suite  l'équation 

l//.Y -H /^  =  t/.v -J-/) /■ -f- ^//' -H  f/' H- &c. , 

l'élevant  au  quarré  pour  dégager  la  quantité  ./  de  dessous  le  signe  ,  et 
comparant  ensuite  les  termes  afFecté*  des  mêmes  puissances  de  /,  pour  que 
cette  quantité  puisse  demeurer  indéterminée,  comme  on  le  suppose;  mais 
la  méthode  précédente  a  l'avanlage  de  ne  développer  la  série  qu'autant  qu'on 
veut,  et  de  donner  la  valeur  exacte  du  reste.  En  cHet,  si  on  voulait,  par 
exemple,  s'arrêter  au  second  terme  pï,  on  aurait  Q^i  pour  la  valeur  du 
reste,  et  on  pourrait  déterminer  Q_  par  la  résoliiiion  de  l'équation  en  <2- 

Dans  l'exemple  ci-dessus,  cette  équation  est  /' Q'  —h-  Q_('^\  -v  H ~~  ) 

H =  o ,  et  pour  la  résoudre  de  manière  que  l'expression  de  Q  ne 


présente  pas  la  quantité  /'  au  dénominateur,  il  n'y  a  qu'à  faire  <2  =^  "T?  >  ^^ 

qui    réduira  l'équation  à  cette  forme,  V'  —H  ^l-'  fzxV  -v  — f-  />  xj  -+- 
^x^'i'  zzn  o,  d'où  l'on  tire 

V=z  —  j^  X  l/.v  —  2  i  V X  dz  4  .V  V(x  -H  /■;  ; 
et  comme  Q_  ne  doit  pas  devenir  inlljii,  lorsque  t  zzz  o  f/i.'  i  i )  ,  il  laudra 
que  K  ne  devienne  pas   nul  dans  le  même  cas;  par  conséquent  il  faudra 
prendre  le  signe  inférieur  du  radical;  on  aura  ainsi 

Vzrz — 2  l/.v  (i  X  -j-  /■;  —  ^xV  (x  -f-  /■; . 

et  de  là 

(2zr:-— '  = r^— -^ 

2  V .X  (zx  -i-ij  -+-  ^xV (x-i-i )  2  Vx\_y'(x  -+-  ij  -+•  /.v]" 

comme  plus  haut.  On  en  usera  de  même  dans  tous  les  cas  semblables. 

14.  Mais  le  principal  avantage  de  la  méthode  que  nous  avons  exposée, 
consiste  en  ce  qu'elle  fait  voir  comment  les  fonctions  p ,  q .  r,  &.c.  résidtent 
de  la  fonction  principale /a-,  et  sur-tout  en  ce  qu'elle  prouve  que  les  restes 
iP,  iQ_,i  R,  (Sec.  sont  des  quantités  qui  doivent  devenir  imlles  lorsque  /^r:  o; 
d'où  l'on  tire  cette  conséquence  importante,  que  dans  la  série y!v  — J— /'/— H 
^'/*  —H  ri'  -+-  &c.  qui  naît  du  développeineni  àeffx  -+-  iJ,  on  peut  toujours 

B   2 
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prendre  /  assez  peîit  pour  qu'un  terme  quelconque  soit  plus  grand  que  la 
somme  de  tous  les  termes  qui  le  suivent;  et  que  cela  doit  avoir  lieu  aussi 
pour  toutes  les  valeurs  plus  petites  de  /. 

Car,  puisque  les  restes  iP,  iQ,  iR,  &c.  sont  Aes  fonctions  de  /  qui 
deviennent  nulles,  par  la  nature  même  du  développement,  lorsque /=::  o  , 
il  s'ensuit  qu'en  considérant  la  courbe  dont  /  serait  l'abcisse  ,  et  l'une  de  ces 
fonctions  l'ordonnée,  cette  courbe  coupera  l'axe  à  l'origine  des  abscisses;  et 
à  moins  que  ce  point  ne  soit  un  point  singulier,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que 
pour  des  valeurs  particulières  de  x ,  comme  il  est  facile  de  s'en  canvaincre 
avec  un  peu  de  réflexion,  et  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n.°  i  o 
ci-dessus,  le  cours  de  la  courbe  sera  nécessairement  continu  depuis  ce  point; 
donc  elle  s'approchera  peu  à  peu  de  l'axe  avant  de  le  couper  ,  et  s'en 
approchera  par  conséquent  d'une  quantité  moindre  qu'aucune  quantité 
donnée;  de  sorte  qu'on  pourra  toujours  trouver  une  abscisse  /  correspon- 
dant à  une  ordonnée  moindre  qu'une  quantité  donnée;  étalons  toute  valeur 
plus  petite  de  /  répondra  aussi  à  des  ordonnées  moindres  que  la  quantité 
donnée. 

On  pourra  donc  prendre  /  assez  petit,  sans  être  nul,  pour  que  iP  soît 
moindre  que  fx,  ou  pour  que  iQ  soit  moindre  que  p ,  ou  pour  que  i  R  soit 
moindre  que  y,  et  ainsi  des  autres;  et  par  conséquent  pour  que  i'' R  soit 
moindre  que  ip ,  ou  que  P  R  soit  moindre  que  /^y,  &c,  ;  donc,  puisque 
fil."  /  /J  iP  z=z  ip  -y-  i''  q  -|-  /V  -f-  Scc.,i'Q  rzz  ;*^  -+-  i'r  -f-  &c., 
i^  R  ^zz  i' r -h-  Sec,  il  s'ensuit  qu'on  pourra  toujours  donner  à/  une  valeur 
assez  petite  pour  que  chaque  terme  de  la  scrie/!v— t— //'— h-  /"^/-l—  /'rH— &c. 
devienne  plus  grand  cpie  la  somme  de  tous  les  termes  suivans  ;  et  alors  toute 
valeur  de  /  plus  petite  que  celle-là  satisfera  toujours  à  la  même  condition. 

On  doit  regarder  ce  théorème  comme  un  dts  principes  fondamentaux 
de  la  théorie  (]ue  nous  nous  proposons  de  développer  :  on  le  suppose 
tacitement  dans  le  calcul  différentiel  et  dans  celui  des  fluxions  ,  et  c'est 
par  cet  endroit  qu'on  peut  dire  que  ces  calculs  donnent  le  plus  de  prise 
sur  eux ,  sur-tout  dans  leur  application  aux  problèmes  géométriques  et 
mécaniques. 

<.;    j  j.  Au  reste,  il  est  facile  de  voir  que  la  manière  que  nous  venons  de 
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Jonner  pour  trouver  successivement  les  terme:»  de  la  série  qui  représeiUe 
une  fonction  de  .y  -h—  /,  développée  suivant  les  puissances  de/,  peut 
s'apo'iquer  en  général  au  développement  de  toute  fonction  de  .v  et  de  / , 
pourvu  que  cette  fonction  soit  susceptible  d'être  réduite  en  une  série  qui 
procède  suivant  les  puissances  positives  et  entières  de  /.  Car  le  raisonnement 
du  n.°  fj ,  par  lequel  nous  avons  prouvé  que  toute  fonction  de  .v  — i—  /  est , 
généralement  parlant,  susceptible  de  cette  forme,  ne  pourrait  jias  s'appliquer 
en  général  à  une  fonction  quelconque  de  .v  et  /.  Mais  dans  les  cas  où  cette 
réduction  est  possible,  on  pourra  toujours  appliquer  à  la  série  résultant  du 
développement  suivant  les  puissances  ascendantes  de  /,  la  conséquence  que 
nous  en  avons  tirée  dans  le  n.°  14;  savoir,  que  la  quantité  i  pourra  cire 
prise  assez  petite  pour  qu'un  terme  quelconque  de  la  série  soit  plus  grand 
que  tons  ceux  qui  le  suivent,  pris  ensemble. 

1 6.    Après   CCS    considérations    générales   sur    le     développement    dvs 
fonctions,    nous   allons   considérer  en    particulier  la  formule   du   n."   j, 

ffx  -+-  ij  =/v  -f- /'/  -f-  'ji~  -f-  ri^  -+-  cxc. , 
et  chercher  comment  les  fonctions  dérivées  p,  rj,r,&ic.  dépendent  de  la 
fonction  primitive /!v. 

Pour  cela  ,  supposons  que  l'indéterminée  .v  devienne  .v  — f-  0  ,  0  étant 
une  quantité  quelconque  indéterminée  et  indépendante  de  /,  il  est  visible 
quey'i^.Y  -t-  i)  deviendra _//.v  -i-i  -^-oj  ;  et  l'on  voit  en  même  temps  que 
l'on  aurait  le  même  résultat  en  mettant  simplement  /  -+-  0  à  la  place  tle  i 
dans  ffx  -i-  iJ.  Donc  aussi  le  résultat  doit  être  le  même,  soit  qu'on  meite 
dans  la  séné  fx  -^ pi  -f-  ^i'  -H-  rP  H-  &c.,  7  ~t-  0  à  b  place  de  t.  soit 
qu'on  y  mette  .v  -+-  0  au  lieu  de  .v. 
La  première  substitution  donnera 

fx  -+-  p-(i  H-  0)  -\-^  {i-\-o)'  ~{-r  (i  -H  0)  '  -f-  &c.  ; 
savoir,  en  développant  les  puissances  de  i -{- 0 ,  et  n'écrivant,  pour  plus 
de  simplicité,  que  les  deux  premiers  termes  de  chaque  puissance,  parce  que 
la  comparaison  de  ces  termes  suffira  pour  les  déterminations  dont  nous  avon.s 
besoin ,  -  ' 

/•v   -f-  pi   -\-   qi"   -\~  ri^    -f-   si'^   -f-   &c.  ; 

po   -t-    i/]io    ~\-   pi' 0   -H   4J'/'o    -+~   &.C,  ■ 
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Pour  faire  faiitre  substitution,  sohf.\-\-f'xo-T-8ic.,p-{-p'o-]~Scc.; 
']  ~^  i ^  — I- &c.  r-\—r'o  -|-&:c. ,  ce  que  deviennent  les  fonctions /^v,^  , 
<j ,  r,  &c.  en  y  mettant  .v  H—  o  pour  .y,  et  ne  considérant  dans  le  développe- 
ment que  les  termes  qui  contiennent  la  première  puissance  de  o  ,  il  est  clair 
que  la  mcme  formule  de\  icndra 

fx  —h-  pi   -f-   qi'   —H-  ri^   —f-  sï^  — f—   &:c. 

—H  j' xo   — f-  p' io   — f-   fji' 0   H—   ;'/'o   — t—   &c. 
Comme  ces  deux  résultats  doivent  ctre  identiques,  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  /  et^^.le  o  ,  on  aura,  en  comparant  les  termes  affectés  de  o,  de  /  o, 
dei'o,  &;c.y;  zrz/'-v  ,   2rjz=:p',  j  r  z=z  q' ,  ^smzr',  Sic. 

Maintenant,  de  mcme  quey.v  est  la  première  fonction  dérivée  de  fx , 
il  est  clair  que  p'  est  la  première  fonction  dérivée  de  p  ,  que  q  est  la 
première  fonction  dérivée  de  q,  r'  la  première  fonction  ticrivée  de  r , 
et  ainsi  de  suite.  Donc,  si,  pour  plus  de  simplicité  et  d'uniformité,  on 
dénote  par  f  x  la  première  fonction  dérivée  de  jx ,  par  f  x  la  première 
fonction  dérivée  de/'.v,  par /".v  la  première  fonction  dérivée  de  f"x, 

.    ,          „                             P' 
et  ainsi  de  suite,  on  aura/;  :=r:/'.v,  et  de-là y/ =::=/' .v  /  donc  q  1:= z=: 

— 1 ;  donc  (7  z=  — ^ ,  et  de-la  ;•= 1= ;  donc  /  z=:. 

2  ^2  32.3 

~ ,  et  de-la  s  z=: z=  — ' ,  et  amsi  de  suite. 

2.3  4-  2.3.4. 

Donc,  substituant  ces  valeurs  dans   le  développement  de  la  fonction 

y/.v  -\-  ï)  ,  on  aura  -     . 

f(x  -^-ij^fx^f'xi  -t-  -^  i-  -^  4_  i-'  H-  -/;y;^  /^  -^  c^c. 

Cette  nouvelle  expression  a  l'avantage  de  faire  voir  comment  les  termes  de 
la  série  dépendent  les  uns  des  autres,  et  siu-lout  cc^mmeilt,  lorsqu'on  sait 
former  la  première  fonction  dérivée  d'une  fonction  primitive  quelconque, 
pn  peut  forijier  toutes  les  fonctions  dérivées  que  la  série  renferme. 

17.  Nous  appellerons  la  fonction  fx ,  fonction  primitive ,  par  rapport  aux 
fonctions /'.v,  /  ".V,  CS.C.  cpii  en  dcrivtnt,  et  nous  appellerons  celles-ci, yc;//tY/o//.y 
clviivc'cs  ,  par  j-çipport  à  celle-là.  Nous  nommerons  de  plus  la  première 
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fonction     àùx'wce  f  x ,  fonction  prime;   la  seconde  dcrivce  /"  .v  ,  jonction 
seconde  ;  la  troisième  fonction  dcrlxije  J'" x ,  fonction  tierce,  et  ainsi  de  suite. 

De  la  même  manière,  si  j  est  suppose  une  fonction  de  .v,  nous  dénoterons 
ses  fonctions  dérivées  parj',  y" ,/" ,  &.c.  de  sorte  que  y  étant  une  fonction 
primitive,  y'  sera  sa  fonction  yy/v/»^ , /'  en  sera  la  fonction  scconJe ,  y"  la 
fonction  tierce ,  et  ainsi  de  suite. 

De  sorte  que  x  devenant  .v  — f-  / ,  y  deviendra  y  -\-  y'  i  -4—  — -; — 


^ h-&c. 


-•3 

1  8.  Ainsi,  pourvu  qu'on  ait  un  moyen  d'avoir  la  fonction  prime  d'nn^ 
fonction  primitive  quelconque  ,  on  aura  ,  par  la  simple  répétition  des 
mêmes  opérations  ,  toutes  les  fonctions  dérivées  ,  et  par  conséquent 
tous  les  termes  de  la  série  qui  résulte  du  développement  de  la  fonclioa 
primitive. 

Soit  tlonc  d'abord  y^Y  zir  .v"",  on  aura^j^-v  — |—  ij  izrr  (\  ~\—  //"  ;  or,  il  est 
facile  de  démontrer,  soit  par  les  simples  règles  de  l'arithmétique,  soit  par 
les  premières  opérations  de  l'algèbre,  que  les  ileiix  premiers  termes  de  la 
puissance  m  du  binôme  x—\-i  sont  .v"'-f-w.v''~'i,  soit  <juc  m  soit  un  nombre 
entier  ou  fractionnaire,  positit  ou  ncgatir  ;  ainsi  on  aura/  a-  zir:  inx 

De-là  on  tirera  de  la  même  manière  y".v  zrz  m  fin i^  x"'~''  ;f"'x  ::::::  m 

(m —  i  )  (m —  ly.v'"""',  &c.;  de  sorte  (jii'on  atu-a 

A._,^  -l-»—    '•  "-■•  ri(m—-i)        „_,.,       m(m—\)  (m—i)     „_,;,,    -^ 

ce  qui  est  la  formule  connue  du  binôme  ,  laquelle  se  trouve  ainsi  démontrée 
pour  toutes  les  valeurs  de  m. 

I  9.  Soit  en  second  lieu  f:<  m  ii" ,  on  aura  ffx  —\—  i)  rm  n'''^ '  rm  rj-'a'  ; 
ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  les  deux  premiers  termes  de  la  série  de  a', 
développée  suivant  les  puissances  de  /. 

Soit,  pour  cela,  a  =:  i  -\- /> ,  alors  a'  zzz  (\  -H  h)'  z=z  i  -\- i  l>  -H 

'Y'—  i^     r-     ,       ':'''—'/    ('  —  -)     i^     .     Q  I    r  r 
ù  -\ b^  -\—  c\c. ,  par  Ja  lormute  ciiie  nous 

-  -  •  3 

venons  de  démontrer.  Développant  les  produits  de  i,  i  —  i  ,  i  —  2  ,  <S:c., 
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et  ordonnant  Ic-^  termes  suivant  les  puissances  de  i,  on  trouvera  que  les 

termes  multiplies  par  i  sont  /  fl) ^ i ;; &ic.J. 

-  3 

Donc,  faisant,  pour  abréger,  ^  riz  Z» H— — &c.=:</— i  — 

.1.1     \  -  3 

■  ''^"~  '^ 1 '''"~  ^- (Sec. ,  les  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  a' 

2  3 

en  icrie  seront  i  H—  >îi;  donc  on  aura/'.v  irr  /i^;".  Oii  tirera  de-là,  par  la 

même  opération  répétée,  j" xzmA  x  A  a'^  zir  A'a\  J"'x  ::=:  A"  a  ,  &:c.  On 

auraainsi/,''.v-+-/^=r./''^'  z^-a  (i  -f-^'H — ; 1-^ — -_^ ]r-S^c.) 

Divisant  par  a'^ ,  et  changeant  /  en  x,  ou  aura  la  série  connue  a   =z  i  -f- 

^.v  -H  • i !-  &c. 

2  2.3 

2  0.  Si  dans  cette  formulé  on  fait  x  :zz:  i ,  on  aura 

.■••■-'.  .4=  A'  . 

azziz  i  -\-A-\ 1 h-  ccc. 

■  ''<:.■'  2.  2.3 

et  SI  on  fait  *■  r= —  ,  on  aura 

A  —,  -  ■ 

^  X  -—  I  _|_  I  _^ 1 1 h-  <xc^ 

.  ...  ---   .     ^  a   ...  i-3  ^-3  ■4- 

I 

Ainsi  la  quantité  ^^  est  égale  à  un  nombre  con.stant,  qui  est  la  valeur 
de  a,  iorsciue  y4  n::  i  ;  ci  ce  nombre  déterminé  par  la  série  précédente, 
se  trouve 

11=2,71828    18284    5f)04.5 

C'est  le  nombre  qu'on  désigne  ordinairement  par  e;  de  sqrte  que  la  relation 

I 

entre  a  et  A  se  trouve  exprimée  d'une  manière  finie  par  l'équation  d  ■*  z=  e , 
laquelle  donne  a  zzzz  C'. 

Or,  dans  l'équation  v  ■^zi  n'' ,  x  est  ce  qu'on  appelle  le  logarithme  àc  y , 
n  étant  la  base  du  système  logarithmique,  c'est-à-dire,  le  nombre  dont  le 
logarithme  est  l'unité;  de  sorte  que  cette  équation  donne  Az=log./ pour  . 
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t 

ia  base  û.  Par  la  nume  raiioii ,  i'cquation  a  znz  e  donnera  — —  m:  lor^   e 

A  ^ 

pour  la  base  a,  et  A  zzz  log.  û  pour  la  base  e. 

Dans  le  système  des  logarithmes  ordinaires ,  la  base  d  a  été  prise  rrr  r  o  , 
parce  que  ces  logarithmes  sont  plus  commodes  pour  le  calcul  arithmétique; 
mais  dans  l'analyse  on  prcfcre  ,  comme  plus  simple,  le  système  dont 
Ja  base  est  le  nombre  e  ;  c'est  le  système  des  logarithmes  de  Naper , 
qu'on  nomme  communément  logarithmes  hyperholiques  ,  parce  qu'ils  sont 
représentés  par  l'aire  de  l'hyperbole  équilatèrc  entre  ses  asymptotes  ;  et 
on  les  désigne  par  la  simple  caractéristique  /.  Ainsi  on  a  A  zz^  1  a  ;  par 
conséquent  la  fonction  prime  de  la  fonction  a" ,  est  exprimée  par  ^l'/a 
(  II."  ■précédent  ).  Au  reste,  comme  a  =r  r" ,  on  aura  a  :=  é" ,  et  par 
conséquent  <'/ izr  ^'^  ;  moyennant  quoi  on  peut  réduire  toutes  \q$  expo- 
nentielles à  la  même  base  e. 

2  I .  Soit  donc,  en  troisième  lieu  ,  fx  =:  log.  .y,  on  aura,  par  la  nature  tics 
logarithmes  ,  xz=.a!\  Or,  .y  devenant  x-\-i,fx  devient  f('x-+-ij  r=/.v  -|— 

if'x  H f"  X  -{-&ic.  Faisant,  pour  abréger,   g   m  if'x-\~  ■ 

f"x  -4—  &c.  l'équation  A-  =r  a^'  deviendra  (  en  y  mettant  a-  —f-  /  pour  x  ) 
X  -Ji-iz^ta'"^'  zzza'^  v-a" ,  et  divisant  cette  équation  par  la  précédenle, 

/                                                    A''  o'' 
on  aura  i  -+-- zz=i  a'  —  i  +  A  o  -\ — \- Sic. (';:."  /j?/Effiçant 

i'unité  de  part  et  d'antre,  et  divisant  par  i,  après  avoir  substitué  Ja  valeur 
de  0 ,  on  aura,  en  ordonnant  suivant  les  puissances  de  / , 

~  =:  Af'x-^  -L-  fAf"x-i-A-f'x'-J-^-CKc. 

I«a  quantité  /  étant  et  devant  demeurer  indéterminée ,  il  faudra  que  cette 
équation  se  vérjfie  indépendamment  de  cette  quantité;  par  conséquent  tous 
ies  termes  affectés  d'une  même  puissance  de  ;  devront  se  délruire  d'eux- 
mêmes,  et  former  autant  d'équations  à  part.  On  aura  donc  ainsi  —  z=zAfx, 
Aj" X  — t—  A'f'.x'  =  o,  et  ainsi  de  suite, 

Donc,/.v  étant  z:^  log.  x,  on  aura  en  général  f'x  rr:  —  =  —  en." 20): 

c 


j8  T  h  é  o  r  t  e 

et  Je-ià,  par  la  formule  générale  du  n.°  i  8  ,  on  ikerâfx  z=r z 

'y  2.  .  "^ 

f"'.\  z= ,  f'  X  zzz  —  ■ — ^^ —  &c,,  valeurs  qui  satisfont,  comme  l'on 

voit,  aux  difîl'rentes  équations  trouvées  ci-dessus.  Ainsi,  par  la  substitution 
de  ces  valeurs  dans  la  sénc  f.\  -t-  'J'  ■>■'  H ^ — /"  -v  -f-  Sec,  on  aura  sur- 
le-champ 

log.  fx  -+-  j)  r=  /.v  H — —  -H  — j-, &c. 

Faisant  .v  zrz  i ,  et  changeant  i  en  .v,  on  aura  la  formule  connue 

.v=  x' 

X 1 — &c. 

îog.  (  I  .+-  s)  =:    Z ï 

la 

Pour  les  logarithmes  hyperboliques  où  Je-ziz:  i ,  onaurasimpIement/!vzrr/.v, 
fx  —  -^—,  fx  — ^  .  &c. 


2  2.  Ces  formules  pour  le  développement  en  série  des  exponentielles  et 
des  logarithmes  sont  assez  connues ,  et  on  les  démontre ,  ou  par  le  calcul 
différentiel ,  ou  par  la  seule  formule  du  binôme ,  mais  en  employant  la 
considération  de  l'infmi  ou  de  l'infiniment  petit,  comme  on  le  voit  dans 
Yliitrocluctioiii  analysin  àlEuler.  Quoique  cette  manière  de  démontrer,  dont 
^Halley  est,  je  crois,  l'auteur  (  Trans.  phi!,  lu"  2.  i  6  ) ,  puisse  être  admise  en 
analyse ,  on  ne  saurait  disconvenir  qu'elle  n'a  pas  l'évidence  ni  même  la 
rigueur  qu'on  doit  désirer  dans  les  élémens  d'une  science,  et  nous  croyons 
qu'on  nous  saura  gré  de  nous  écarter  ici  un  moment  de  notre  marche,  pour 
donner  une  déinon.siration  des  mêmes  formules,  fondée  aussi  uniquement 
sur  celle  du  binôme,  mais  dégagée  de  toute  considération  de  l'infini.  Nous 
donnerons  même  à  ces  formules  une  généralisation  qui  servira  à  rendre  les 
séries  aussi  convergentes  qu'on  voudra  dans  tous  les  cas. 

Considérons  donc  l'équation  générale  jz=:rf* ,  dans  laquelle  .v  est  le  loga- 
rithme de  y  pour  la  base  a;  mettons  à  la  place  de  rf  ,  i  -\-a —  i  ,  ce  qui  est 

.V 

la  même  chose,  et  ensuite  à  la  place  de  (i  -\-a —  i/*,  [fi  — f-^ —  i  /'"]     > 
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ce  qui  est  encore  i;i  même  chose  que  a'' ;  on  aura 

X 

n  étant  une  quanliic  quelconque  (jui  disparaît  crelle-mùne  dans  la  valeur 
de  y. 

Je  développe  maintenant  le  binôme  (  i  — |—  a i )"  àM\î,  ia  série  i  — f—  // 

(a —  \)  -4--^, — -(<i —  i/h ■ -^ (a—  i/h-Scc,  et 

j'ordonne  les  termes  suivant  les  puissances  de  //,  j'aurai  ,  ., 

(i-^a —  I  /  — -  I  H- >î // -t- Z^// M- c^c. , 
les  coèfficiens  A ,  B ,  &.c.  étant  donnés  en  a;  et  il  est  aisé  de  voir  qu'on 
aura  d'abord 

cette  quantité  A  étant  la  mcme  que  celle  du  n."  if>  ci-dessus.  A  l'égarJ 
des  autres  coèfficiens,  nous  n'aurons  pas  besoin  de  les  chercher,  puisqu'ils 
disparaîtront  dij  calcul ,  comme  on  va  le  voir, 

X 

Faisant  cette  substitution  ,  nous  aurons  j'n=:(^i  -\—  A /i -\- B /i'  — H&c.y      ; 
et  développant  à  la  manière  du  binôme ,  il  viendra 

y-  X      f    X       7Ï     ) 

y  ::=:    i    H '—(Ah    -\-   B  n     -\-  ^c.  )   H '■ — ^ : — ■ —  /An    -H 

-'  7J        '  2-!-  ' 

B,i'  -4-  &c./-t-''^'^""-^  r-^-^^;     .^^^  _^  Bn---[-8cc.J'-\-S^c., 

z  .  ^  n'  ' 

5avoir,  en  effaçant  les  puissances  de  //,  communes  aux  numérateiu-s  et  aux 

dénominateurs , 

^=zi  -h-  ^(A  -^Bn-\-  &c.;  -f-    '""  ^'"^  ~  "^     {A-^-Bn  -H  c^c./  -H 
.Y._,;   ^.-..;     ^^  _^  ^^^  _^  ^^^_^,  _^  ^^_  ^ 


Maintenant,  comme  la  quantité  //  est  arbitraire,  et  doit  par  la  nature  même 
de  la  fonction  y  disparaître  de  l'expression  de  cette  fonction ,  il  faudra 
que  tous  les  termes  multipliés  par  chaque  puissance  de  //  se  détruisent 

C    2. 
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mutuellement.  Ne  tenant  donc  aucun  compte  de  ces  termes  qui  doivent 
disparaître  d'eux-mêmes ,  quel  que  soit  // ,  on  aura  simplement 

y  zrr  ^i    :=  I  -H  xA  -\ 1 1-  «Sec, 

comme  plus  haut  (iiS  j p). 

2 3 .  Cherchons  de  la  nume  manière  la  valeur  de  x  en  j.  Pour  cela , 
nous  mettrons  i'équation  a"  =:  y  solis  la  forme  (  i  — f—  a  —  i  )""  zzz. 
( \  -+- y  —  I  J" ,  qui  est  identique  avec  la  précédente,  et  où  ri  est  encore 
une  quantité  quelconque  à  volonté,  qui  ne  doit  point  entrer  dans  la  valeur 
de  A-  en  /. 

Développant  les  deux  membres  à  la  manière  du  binôme  ,  on  aura 

n.rfitx-t)  ,,  7ix(nx—i)   (nx—z)  i-        o 

i-^nx/a  -  ij-h  — ^ a  -  \)   -\ ■ ^— (a-\)'  -\-  Sic, 

Z  -  .   2 

=  I  -+■  "(y— 1;-+-  -^-7-^ (y—  i/H-       ;; —  (y—  i/h-^c- 

savoir,  en  effaçant  l'unité  de  part  et  d'autre,  et  divisant  par  n: 

,  xf'nx-i)  x(nx—\)  (nx—z)  no 

X  (cl —  i)-\ — - — -  (a —  \)  -\ -^ —  (a —  \)^  -f-&c. 

Or /;  étant ,  comme  nous  l'avons  tléJL\   dit,  une   quantité  entièrement 

arbitraire  et  qui  ne  doit  pas  entrer  dans  i'cxpression  de  x  Qn  y  ,  il  faudra 

que  les  termes  multipliés  par  les  différentes  puissances  de  /;  se  détruisent 

d'eux-mêmes  ,  en  sorte  qu'il  ne  reste  que  ceux  où  /;  n'entrera  pas.  On  aura 

ainsi,  en  ne  tenant  compte  que  des  termes  sans  // ,  l'équation  suivante  ,^ 

dans  laquelle  j'emploie,  pour  abréger,  la  quantité  A  déterminée  ci-dessus; 

xA—y—x  —  '^(y—xr-^\(y—l)'  —  ^c. 

d'où  l'on  tire 

y-  I  -k(y-  T/-i-i6  -  iV-Kc. 
X  —  log.  ;•  =: , 

foriinile  connue,  et  qui  s'accorde  avec  celle  du   n.°  2  i  ,  A  étant  z::zz/d. 

24.  Mais  cette  formule  n'est  convergente  que  lorsque  le  nombre^  ,  dont 
elle  donne  le  Io<;,arithme ,  est  peu  différent   de  l'uniié.   Aussi   n'est-elle 
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d'aucune  utilité  pour  le  calcul  des  logarithmes  ordinaires.  Voici  un  moyeu 
de  la  rendre  convergente  pour  tous  les  nombres. 

Il  est  évident  que  l'équation  fondamentale  y  -^rz.  a"  peut  se  changer  eu 
celle-ci  y"^  ■zrza"" ,  m  étant  un  nombre  quelconque  entier  ou  iraciionnairc. 
Employant  donc  cette  dernière  formule  à  la  place  de  l'autre ,  il  n'y  aura 
qu'à  changer  dans  celle-ci  y  en  y"  et  .v  en  mx.  On  aura  donc  en  général 

/■  -  I  -  1  y  -  I/  +  j  y  -  i;^  -  &c. 

X  =:  log.  ;•  =: , 

où  l'on  pourra  prendre  pour  ;//  une  fraction  - — -  ,  telle  que^jsoit  toujours 

un  nombre  aussi  peu  différent  de  l'unité  qu'on  voudra. 

Supposons,  ce  qui  est  toujours  possible,  que  la  racine  /'  de  y  ne  contienne 
que  l'unité  avant  la  virgule,  et  qu'après  la  virgule  il  y  ait  j  zéro,  alors  si  on 
s'arrête  à  zs  décimales,  il  est  visible  que  le  terme  fy'"  —  i  J'' ,  et  à  plus 
forte  raison  les  termes  suivans,  ne  donneront  rien  ;  de  sorte  qu'on  aura 
simplement  dans  ce  cas      '  i 

■    ■      ■       y"~l  Ç/y-T 

OU  r- 


'r.A  A 

De  la  mûrie  manière,  on  aura  aussi  ,  sous  les  mêmes  conditions,  Azizir 
/y  a I  /'  ;  et  par  conséquent  .v  zrr  —7-/ —  .         . ..   .' 

y/   ci   I 

C'est  par  cette  formule  que  Brigs  a  calculé  les  premiers  logarithmes.  Il 
avait  remarqué  qu'en  faisant  des  extractions  successives  de  racines  quarrécs 
d'un  nombre  quelconque  ,  si  on  s'arrête  dans  une  de  ces  extractions  à  deux 
fois  autant  de  décimales  qu'il  y  aura  de  zéros  à  la  suite  de  l'unité,  lorsqu'il 
n'y  a  plus  que  l'unité  avant  la  virgule,  la  partie  décimale  de  cette  racine 
se  trouve  exactement  la  moitié  de  celle  delà  racine  précédente,  en  sorte 
que  ces  parties  décimales  ont  entre  elles  le  même  rapport  que  les 
logarithmes  àes  racines  mêmes  ;  c'est  ce  qui  résulte  évidemment  des 
formules  précédentes. 

Ainsi,  en  prenant  /•  rr:  2*°,  on  trouve  pour  az=z  10 
l/a^nzi,   00000    00000    00000    ooicjcj    71742    08125    5°5-7' 

—  ::=o,  00000   00000   00000   ooo8(5  73^17   }7^'^^  4'^354-' 


2±  T  H   L  O   R   I   E 

r                    I                                   8  (Î7  5  {Ji  7  379  8  840354 
De  sorte  que x-77 ■  ■=.  ^— 

^  r  {/ a  —   \  1(^97174.20812550517 

=  0,   43425?    448  ip    03251  ...  r=  -^   —   j^  —  \oi.  e. 

Si  maintenant  on  veut  avoir,  par  exemple,  le   logarithme  Je  3  ,  on 
fera  v  =  3  ,  et  employant  de  nicme  60  extractions  de  racines  quarrées  , 
on  trouvera 
y;'z=i,  00000   ocooo    00000   oocp5    28942   (^4074   58932..  , 

et  de-là 

.  ^    V y  —  T 9^28942<?4074589-;2.  •  ■ 

^  ^^'  •''  {fa—  I  199717420S12550527.  .  . 

:::z:   o,    47712     12547     ic)(j(j2  .  .  . 

Cette  méthode  est,  comme  l'on  voit,  très  -  laborieuse ,  par  le  grand 
nombre  d'extractions  de  racines  qu'elle  demande  pour  avoir  un  résultat  en 
plusieurs  décimales;  mais  la  formule  générale  que  nous  avons  donnée  ci- 
dessus  pour  l'expression  de  .v  enj,  sert  à  la  simplifier  et  à  la  compléter; 
car,  quel  que  soit  le  nombre  y ,  il  suffira  &Q\\  extraire  quelques  racines 
quarrées  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  nombre/"  ou  y  y,  qui  n'ait  que 
J'unité  avant  la  virgule;  alors  les  puissances  de  7'" —  i  seront  à^s  fractions 
d'autant  plus  petites  qu'elles  seront  plus  hautes;  et  par  conséquent  la 
série  deviendra  assez  convergente,  pour  qu'il  suffise  C\t\\  prendre  ui; 
petit  nombre  de  termes. 

25.  On  peut  appliquer  la  méthode  précédente  à  la  recherche  des  séries 
qui  expriment  le  sinus  par  l'arc,  ou  l'arc  par  le  sinus  ,  et  pour  lesquelles  on 
emploie  aussi  (  comme  l'a  fait  Eukr  dans  le  même  ouvrage  )  la  considé- 
ration de  l'infinimcnt  petit  et  de  l'infini. 

En  effet,  en  partant  de  la  forniLile  connue  pour  la  multiplication   de$ 

angles  cos.  h.v  -h-  sin.  «.v  V  1  =  (''cos.  .v-f-  s  in.  .v  y  i  )",  on  ^ 

réciproquement 

cos.  .V  -\-  sin.  .V  V^ I  =r:  (^cos.  //.y  H-  mu.  nx  V —  \)"  , 

où  le  nombre  //  peut  être  quelconque. 

Maintenant,  quelle  que  soit  l'expression  de  sin.  .y  en  série  de  l'arc  .v  ; 
çUe  ne  peut  être  que  de  la  forme  Ax  -+-  B x" --\- S^c.  ;  car,  puisque  Iç 
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Sinus  devient  nul  lorsque  l'arc  est  nul,  11  est  visible  que  cette  expression  ne 
doit  contenir  aucun  terme  sans  .v.  Or,  comme  cos.  .v  =1  V  [  i  —  {i'm.  .x')]  , 
on  aura 

cos.  .V  =  y'>i—A'-x-  —  zA  Bx'  —  c^c.;  —  I  —  -^^  -+-  S^c. 

Les  coèfhciens  A ,  B ,  &c.  sont  censés  indcpendans  de  l'arc  .v;par  conscqueiit 
ils  seront  les  mêmes  pour  tout  autre  arc.  Substituant  donc  iix  pour  .v ,  on 
aura  pareillement 

sin.  «.V  z^  nAx-\-  if  B x'  — f-  &:c. ,  cos.  11  x  zzzz  i \-  Sic. 

Donc  l'équation  précédente  deviendra 

cos.  .Y  — t—  sin.  x  y I  =  [  I  — f—  fiAx  Y    ■ —   i  -+-  //'  fBy  i  — : 


Développons  le  second  membre  à  la  manière  du  binôme  ,   en  faisant , 

o 


pour  abréger,  X^^  Ax  y  —  i  -H  v  (B  y   —  i ■ )x'  -\- 


on  aura 

cos.  -Y  — f-  sin.  X 


V>—  i  —  x~\ '—  (nX)-+-  ^-^JL.  (  „  X) 

-^  (nX)^  -h-  &.C.  in  I    -f-  X-\-    X 


2 . 3 .«' 

(i  —  n)    (\  —  Z7i) 


X'  -f-  &c. 

Comme  les  valeurs  de  sin.  .y  et  de  cos.  x  doivent  cire  indépendantes  du 
nombre  arbitraire  // ,  il  s'ensuit  que  tous  les  termes  du  second  membre  ciui 
se  trouveront  multipliés  par  une  même  puissance  de  n  doivent  se  détruire 
d'eux-mêmes.  Ne  tenant  donc  compte  que  des  termes  où  n  ne  se  trouvera 
pas  après  le  développement,  il  est  aisé  de  voir  que  la  quantité  .Yse  réduira 
à  son  premier  terme  Axy  —  i  ,  et  que  les  coèfFiciens  des  puissances  de.v 

se  réduiront  à  i  , , &c.   De  sorte  que  l'on  auia  simplement 


C05.  .Y 


-\-  sin.  X  ]/ —  I  z=  I  -\-Ax  V  —  X   H ]^(AxV  —l^ 

H -^ (Ax  /—  I  /  -H  &c. 


2-3 

-H- 

2.3.^.5 

Â\x' 

1 
1 

— &:c. 
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En  effectuant  les  puissances  de  Y —  i  ,  et  comparant  les  parties  rccîfes 

des  deux  membres  ensemble,  et  les  imaginaires  ensemble,  on  aura 

,  A'x^  A'x' 

sin.  A'  -z^  A  X 

cos,  .Y  zrr    I   

2  2.3.^ 

2^.  Pour  avoir  de  même  la  valeur  de  x  en  sin.  et  cos.  Je  x,  il  n'y  aura  qu'à 
reprendre  la  formule  fondamentale 

cos.  //  .V  — t—  sin.  //  .V  V  —  i  =:=  ^cos.  .y  -4-  sin.  x  y  i  )'' , 

dans  laquelle  on  mettra,  à  la  place  de  sin.  11  x  et  cos.  ux ,  leurs  valeurs  en 

n'  A'  v^ 

série  iiAx  -\-  n^  B  x'  (Sec. ,  i h-  &c, ,  et  on  dcveioppera  la 

puissance  ;/  du  second  membre.  On  aiu-a  ainsi 

1    _|_   ;;^.v    /  I    .^   n-  (  B  V  I '^~—}  .v*-f-&c. 


,    _  sin.  A*       /  «  ,v; —  ry      sin.  .v       / 

—  ^cos.x";  [i-h-// /— IH ■ -f ■/_i/_h6:c.]. 

'  '      '-  COS.  .*■  2  '     COS.  A-  '  '  J 

Or '■ =zi  tang.  A-,  cos.  a-  zzzi  y  (i  — sin.  x''  )  ;  donc  /  cos.  xj"  ::zz 


COS.  Jf 


/  •  =    IT  «  •  î         .  «    1^"  —    -/>  .  4    O 

/i  — Sin.  A-  J-  =  1  Sin,  A'   H ■ sm.  a*ccc. 

'  -  2.4. 

Substituant  ces  valeurs ,  la  quantité  //  ne  se  trouvera  plus  que  dans  les 
coèfficiens,  et  ordonnant  les  termes  suivant  les  puissances  de  cette  quantité, 
Je  second  membre  deviendra  de  cette  forme  i  —h-  nP  -h  «' <2  ~*~  '^<^« 
en  faisant,  pour  abréger, 

P  =1  tang.  A- 1/ —  I  —  }  (^tang.  .y  V i  /  -4- 7  ^tang.  .y  ]/—  i /  —  &c. 

—  ;^  sin.  x'  —  l  sin.  x*  —  l  sin.  a'  -+-  &c.  Q  =  i  (^tang.  a-  ]/—  1/  -+-  &c, 
Effaçant  l'unité  des  deux  membres,  et  divisant  toute  l'équation  par  //,  elle 
deviendra 

A  X  V  —  i-\-n(B  V —  I ^)  .v'  -l-S:c.  =  /^  H-  /;  Q  -+-  &c.  ; 

et  comme  elle  doit  avoir  lieu  indépendamment  de  la  quantité  // ,  qui  doit 
demeurer  indéterminée,  il  faudra  que  les  termes  qui  contiennent  les  diffé- 
rentes puissances  de  //  se  détruisent  d'eux-mêmes;  ce  qui  la  réduira  d'abord 
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l  A  X  V —  I    =  P,  5avoir,  en  développant  Ici  puissances  Je  V —  r 

AxV —  I  =z  i^tang.  .V 4  tang.  .v'  -H  j  tang.  a'  è^c. )  V  i 

-{-  j  tang.  a'  —  \  tang.  x''-\-^  taug.  .v'  —  Sec.  -2^-j sin.  .v'  —  ^  sin  .v"^  — 
~  sin.  A-*  H-  (Sec, 

Comme  on  peut  prendre  fe  radical  y  —  i  en  plus  et  en  moins ,  il  est 
visible  qu'en  le  prenant  successivement  en  plus  et  en  moins,  et  soustrayant 
ks  deux  équations  l'une  de  l'autre,  on  aura,  après  avoir  divisé  par  2  A  ]/—  i , 

tang.  X  —  i  tang.  *'  -*-  f  tang.  .v'.v-&c. 
X  — -^ j—  ■  . 

27.  Au  reste,  il  est  visible  que  l'équation  trouvée  dans  le  n.°  2  y, 
COS.  X  -+-  sin.  X  V —  I  =  î  -\-  AxV   —  1  -^  j  fAxV  —  1/  -1- 

^-^fAxV—iP-\-^c., 
se  réduit  directement  à  celle-ci, 

COS.  A-  — f—  sin.  A-  y  I  =:  a""'  , 

par  la  formule  du  n.'^  22  ,  en  prenant  pour  a  une  quantité  dépendante  A. 
comme  nous  l'avons  déterminée  dans  ce  même  endroit,  c'est-à-dire,  en  sorte 
que  û  soit  la  base  du  système  logarithmique  dont  A  est  le  module. 

De  cette  formule  on  tire  tout  de  suite,  en  prenant  le  radical  en  plus  et 
ensuite  en  moins , 

sin.  .V  zzz -, —  ,  COS.  a  rr , 

2  /—  I  2 

et  passant  des  exponentielles  aux  logarithmes  , 

x]/ — iz=/.  /'cos,  A--|-sin..vl/ — i^^/cos.  v-t-/^i -h-tang.A- /  -  ij, 
ou  bien  ,  en  prenant  successivement  ic  radical  en  plus  et  moins  ,  et  sous- 
trayant une  équation  de  l'autre, 

T  T  -1-  tang.  y  V —  i 


z  V  —  I  I  —  t.uig.  X  V  —  1 

d'où  l'on  peut  déduire  les  séries  trouvées  ci -dessus  ,  en  employant  les 
développemens  des  exponentielles  et  des  logarithmes  exposés  dans  les 
numéros  2  2  et  2  j . 

Mais  il  y  a  ici  une  remarque  importante  à  faire;  c'est  que  dans  les 
formules  que  nous  venons  de  trouver,  la  quantité  A  ,  ainsi  que  ci,  étant 
arbitraire,  le  système  de  logarithmes  peut  cire  pris  à  volonté;  au  lieu  que 

D 
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dans  les  formules  ordinaires  relatives  aux  arcs  de  cercle,  ie  module  A  est 
égal  à  l'unité  ,  ce  qui  donne  pour  la  base  le  nombre  e ,  dont  le  logarithme 
hyperbolique  est  l'unité.  Ainsi  celles-ci  nesoiit  qu'un  cas  particulier  de  celles 
que  nous  avons  trouvées  ;  mais  cette  particularisation  est  nécessaire  pour 
qu'elles  soient  applicables  au  cercle,  comme  nous  Talions  démontrer. 

28.  Tout  se  réduit  à  prouver  que  dans  l'expression  de  sin.  .y  en  série  , 
ie  premier  terme  doit  être  simplement  Ar,  au  lieu  que  nous  l'avons  supposé 
en  général  A.x  ( v."  -2j/.  En  employant  la  considération  àes  infiniment 
petits  cela  est  évident  ;  car  on  voit  que  dans  le  cercle  le  sinus  ,  à  mesure 
qu'il  diminue,  s'approche  de  plus  en  plus  de  l'arc  ,  jusqu'à  s'y  confondre 
dans  l'infiniment  petit.  Ainsi,  en  supposant  l'arc  .v  infiniment  petit ,  on  a 
sin.  .Y  rr=  x  ;  par  conséquent   A  m    i. 

Mais  comme  nous  avons  cherché  à  rendre  notre  analyse  indépendante 
de  la  considération  des  infiniment  petits ,  nous  devons  aussi  en  affranchir  la 
démonstration  du  point  dont  il  s'agit. 

Pour  cela,  nous  ne  supposerons  que  le  principe  établi  par  Archhnède , 

que  le  sinus,  qui  est  la  moitié  de  la  corde  de  l'arc  double,  est  moindre  que 

i'arc  auquel  il  répond,  et  que  la  tangente  est  plus  grande  que  ce  même  arc, 

sin.  X 
Nous  aurons  ainsi  sin.  .v<  a-,  et  tang,  .v  >  .y;  or,  comme  tang.  .y  z:^ 


.^,  ..  ,   ..,„-,  .„  o-      COS.  X 

sin.  X                                                sin.  .v  i     i      •         :  »  / 

on  aura  — ^ 7—  >  .v,  et  de-la  sin.  a-   >  .v   (  \ 


V  (\  —  sin.  a'^  ^  (^  —  S'"-  -^V 


X 


sin.  A  V,  d'où  l'on  tire  sin.  a  >  — r-  .  Employant  donc  l'expression  de 

'  V  (  i  -^-  .\  )  ' 

sin.  X  en  série  trouvée  n."  2  5  ,  il  faudra  que  l'on  ail,  quelque  petit  que 
soit  l'arc  .y  , 

« 

.  A' x'^  A'' x''  „  V 

Ax 1 &C.    <  A   ,     > 


3  --3 -4- 5  ■   .         "^  ('  -*-^V 

Donc  aussi,  en  divisant  par  a-, 

A' x'-  A^x*  ^    ' 


a .  3  2.3.4.5  y  (  I  H-  -v  y 

Comme  — r-^ =  —     "^  /    ,  et  que  )//i  -H.v'y  >  J ,  il  est  c^inf 

V  [  i  -\-  X')  i  -i-  X  '  .. 


V 
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>  I 


QHQ >  ,  et  en  même  lemps  on  vou  que  — 

i  /  (l  -t-  x'J  î  ->-  x'  ^  I  - 

car  la  différence  est ;  ainsi  la  quantité  qui  est  plus  grande  que 

I    -+-  AT 

—  sera  à  plus  forte  raison  plus  grande  que  i   —  a'  ;  de  sorte 


qu'on  pourra  réduire  l'espèce  d'équation  d'inégalité  ci-dessus  à  celte  forme 

A 1 ccc.  <  I  ,  >  I  —  v  . 

2.3  ^•3-i-5 

Or,  en  prenant  x  tel  que — soit  <  i ,  il  est  visible  que  ia  série  A  — 

. 1_  &'c.  sera  converoente  et<A  mais  >  A —  ,  parce  qu'en 

-  •  )  j> 

ajoutant  ensemble  le  second  et  le  troisième  terme,  le  quatrième  et  le  cin- 
quième, et  ainsi  de  suite,  on  n'aura  que  des  quantités  toutes  positives  ,  et 
qu'au  contraire  en  ajoutant  le  troisième  et  le  quatrième  ,  le  cinquième  et  le 
sixième,  &c.  on  n'aura  que  des  quantités  toutes  négatives.  Donc  .v  étant 

.suppose  zizz— -,  on  aura  à  plus  forte  raison  A <  i  et  /l  >  i  —  .v  / 

A^  x~ 
par  conséquent  /^>  i  -— .v'et  <  i  -\ /  ce  qui  devant  avoir  lieu,  quelque 

petite  que  soit  la  valeur  de -V,  il  s'ensuit  que  t'onaura  nécessairement /i  -  i  .En 

effet,  s\A-  I  +  /,  /■  étant  une  quantité  quelconque  très-petite,  positive,  il  n'y 

A'  x' 
aurait  qu'à  prendre  .v  tel  que ^ —  <  /,  et  alors  la  condition  àc  A<  i  — H 

A^  X'  .         ,, 
n'aurait  plus  lieu.  De  inème  ,  si  ^  ==:  i  —  /',  il  n'y  aurait  qu  à 

-■3 

prendre  .v'  <  /',  et  l'autre  condition  A>  i  —  x^  serait  en  défaut.  Donc  on 

a  nécessairement  A  =:l  i  dans  le  cercle;  par  conséquent  <3rr:^  =  au  nombre 

dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité;  ce  qui  fait  rentrer  nos  formules 

dans  celles  connues  pour  les  fonctions  circulaires. 

25).  Soit,  en  quatrième  lieu  ,  fx  z=i  s'm.x,  on  aura/^.v  -+-  ij  :=  sin. 
{x  -i-  ijzzz  sin.  x  x  cos.  /  -+-  cos.  x  x  sin.  / ,  par  les  théorèmes  connus.  Or 

?ious  venons  de  trouver  sin.  i  ::^::  i H  &c.  cos.  î  :=zz  i  — 

D  2 
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-&c,,  en  faisant  .v  z=z  i  et  A  izn  i  dans  les  formules  du  n."  2  5.  Donc 


ies  deux  premiers  termes  du  développement  de  sin.  fx-\-  ij  sont  sin.  x  -+-  i 
COS.  .y;  par  conséquent  on  auraf'x  z^z  cos.  .v. 

De  la  même  manière  ,  en  faisant /.v  z=^  cos.  x ,  on  trouvera  ffx  -+-  i  )  nz 

cos.  (x  H—  /y  :rr  cos.  .v  x  cos.  i sin.  x  x  sin.  /  z^  cos,  a: /  sin  x  -+-  &:c.  ; 

de  sorte  qu'on  aura/'A-  =  —  sin.  a-. 

Connaissant  ainsi  ies  fonctions  primes  àçs  fonctions  primitives  sin.  x  et 
cos.  X ,  on  en  déduira  tout  de  suite  toutes  les  fonctions  dérivées. 

En  effet,  puisque/xE=:sin.  .y  a  donné/' a-  nz  cos.  x,  et  queyÀr^cos.  x  a 

donnéy  .y  -   -  sin.  a',  il  est  clair  que  poury^vz^sin.  x ,  on  aura/'A' =zz cos.  x , 

f"  X  zrr  —  sin.  x ,  f" x  ziz  —  cos.  v,  /"  a-  :=r  sin.  a-,  &c.  ,  et  que  pour/.v:z:r 

cos.  ,Y  on  aura  f  x  =  —  sin.  a-,  j"  x  rrz  —  cos.  x ,  j'"  x  z:zz  sin.  x,f'x  z=: 

cos.  .V  &c. 

D'après  ces  formules,  on  aurait  sur-le-champ  les  séries 


/ 


sin.  /a' -4— /V  =:=^  sin.  .V  — f- /"  COS.  A- —  sin.  at cos.  x 

*  ^  z  2.3 


i* 

sin. 

A-H 

&c 

«^ 

•3- 

4 

txt.  , 

cos. 

/'.v-H 

V 

f* 

COS. 

X  — 

—  /  sin 

/Vr   • 

cos.  A'  H sni.  X 

z  Z.3 

-   cos.  .Y &c.  ; 

2.3.4 

ce  qui ,  en  faisant  a-  1=:  o  et  changeant  ensuite  ;  en  a-,  redonnera  les  formules 
que  nous  avons  déjà  trouvées. 

30.  Les  fonctions  .y'",  a" ,/x,  sin.  a* et  cos.  xqwe  nous  venons  de  considérer, 
peuvent  être  regardées  comme  les  fonctions  simples  analytiques  d'une  seule 
variable.  Toutes  ies  autres  fonctions  de  x  se  composent  de  celle-là  par 
addition  ,  soustraction  ,  multiplication  ou  division  ,  ou  sont  données  en 
général  par  des  équations  dans  lesquelles  entrent  des  fonctions  de  ces  mêmes 
formes.  Ainsi,  connaissant  les  fonctions  primes  des  fonctions  simples  que 
nous  venons  d'examiner  ,  on  trouvera  aisément  les  fonctions  primes  des 
fonctions  composées,  et  par  des  opérations  répétées,  on  aura  successivement 
les  fonctions  secondes ,  tierces,  &.C.. 
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Soient;?,  q,  r ,  &c.  diQi  fonctions  simples  de  x,  dont  y' ,  q  ,  r  ,  &;c. 
soient  les  fonctions  primes  connues  par  les  règles  précédentes  ,  et  qu'on 
demande  la  fonttion  prime  y'  d'une  fonction  j  composée  de/?,  q,  r,  ckc.  , 
on  considérera  que  .y  devenant  x-\-i ,  y  devient  en  général/  -H/'/  -i— 

&LC.  {n\  lyj.   Or  p ,  q  ,  r ,  &c.  deviennent  en   même  temps 


p  -\-  p' i  — f-  <Scc. ,  q—i—q'i  -+-  Sec. ,  r  H—  r'  i  H—  &c. ,  et  ainsi  à.Q.%  autres.  II 
n'y  aura  donc  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  l'expression  de  j,  développer 
les  termes  suivant  les  puissances  de  /' ,  et  le  coefficient  de  i  sera  la  valeur 
cherchée  de  y' . 

Ainsi ,  si  jr=:<r7/7H—  bq-\-8<.c. ,  a  ,  h,  Scc.  étant  des  coèfficiens  constans 
quelconques,  on  aura  sur-le-champ  y'  :=:  ap'  — |—  bq'  — |—  &c. 

Si  y  ^=.  ^pq ,  la  quantité  pq  deviendra  (p  H—  i  p'  H—  8s.c.)  (  q  — t— 
tq  -H  &:c.y  ^^^  P  ^]  -^  ^  (p' ^  ~+~  ^'p)  -^  Sk^-'>  *J"iic  y'  zznz  il  p' q 
-+-  'J  q'  P- 

Si  y  zzziapqr ,  on  trouvera  de  la  même  manière  f  zzz.  ap' qr-\-aq' pr  — h» 
ar' pq;  et  ainsi  de  suite. 

Si  y  =  ,  la  quantité  —  deviendra — .  Développant 

le  dénominateur  en  série  par  les  règles  connues,  on  aura  (p-\-ip'  -{-8<.c.J 
(- -Vh-&c.;  — ^^H-/Y-^^^ ^-)  -i-^c.  Donc/  — 

ap  apc/ 


'i 


3  r.  Soit  en' général/  -^zfp,  en  regardant  fp  comme  une  fonction  pri- 
mitive de  ;; ,  sa  fonction  prime  sera  f  p  ;  en  sorte  que  p  devenant  p  -\-  0 
(j'emploie  ici  la  quantité  indéterminée  0  ,  à  la  place  de  la  quantité  indéter- 
minée/, qui  désignera  toujours  l'augmentation  indéterminée  de  x),fp  devien- 
dra/;? ~\-  ofp  -\ —f"p  -+-  &c.  ;  f/i."  lyj.  Or ,  p  étant  une  fonction 


'  P 


de  X,  lorsque  .v  devient  .y  +  i,  p  devient  (il'id.)  p  -+-  ip'  -\ — i-_}_&:c.; 
donc,  faisant  oz^ip  H-  —p"  -H-  &c.,  fp  deviendra  par  la  iiiktitution 
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Je  .V  -4-  /' ,  à  la  place  Je  x,  fp  -+-  ip'f  p  -H  -^  (fj"p  -^ff'p)  4-  &:c.; 

par  conséquent  on  auray'  z^p'fp.  D'où  résulte  ce  principe  :  que  la  fonction 
prime  J'une  fonction  J'une  quantité  qui  est  elle-même  une  fonction  Je  x,  est 
égale  au  proJuit  Jes  fonctions  primes  Jes  Jeux  fonctions. 

Supposons  maintenant  que  j  soit  une  fonction  Je  p  et  Je  ^,  que  nous 
Jésignerons  par  ffp ,  q) ,  il  s'agit  Jonc  Je  substituer  a— f-/  à  la  place  Je  x 
dans  les  Jeux  fonctions  y?  et  q.  Or,  il  est  visible  que  l'on  Joit  avoir  le  même 
résultat,  soit  qu'on  fasse  ces  Jeux  substitutions  à-la-fois  ou  successivement, 
puisque  les  quantités  jt)  et  q  sont  regarJées  comme  in  Jépen  Jantes. 

En  substituant  J'aborJ  .v  — |— /  à  la  place  Je  x  Jans  la  fonction/?,  la 
îowcûow  f ( p ,  q) ,  regardée  seulement  comme  fonction  Je/?,  Jevient/")^,  q) 
--\-'tp'f(p)  -H  &c,,  j'écris  simplement/' /'y^y' pour  désigner  la  fonction  prime 
àef/p,  q) ,  prise  relativement  zp  seul,  q  étant  regarJée  comme  constante, 
Substituons  maintenant  at— f-  /  pour  x  Jans  q,  la  iowcûow  f ( p ,  q)  JevienJra 
pareillement /(^/? ,  q)  -+-  iq' f  (q)  -\-è^c.,  ou  f'(q)  représente  la  fonction 
prime  deffp,  q),  prise  relativement  à  q  seul,/;  étant  regarJée  comme 
constante.  Quant  au  terme  ip'f  {p  ),  il  est  visible  que  par  cette  nouvelle 
substitution  il  se  trouverait  augmenté  Je  termes  multipliés  par  /",  P,  &c. 
Ainsi  les  Jeux  premiers  termes  Je  la  série  provenant  Ju  Jéveloppement 
deffp,  q),  après  la  substitution  Je  a-+-/  pour  .v,  seront  simplement///;,  qj 

^+~  '  [p'f  (p)  ~^  !/'/'  ('l)  ]  '  ^^  ^^^^^  qu'on  aura 

..       y'=^pf(p)-^q'f(qf 

Si  j  était  une  fonction  Je/;,  q,  r  représentée  par /^/;  ,q,  r) ,  on  trouverait 
'de  la  même  manière 

f^pf(p)-^qf'(q]-^rf'(r), 
et  ainsi  Je  suite. 

D'où  il  est  aisé  Je  tirer  cette  conclusion  générale,  que  la  fonction  prime 
d'une  fonction  composée  Je  Jifférentes  fonctions  particulières  ,  sera  la 
somme  Jes  fonctions  primes  relatives  à  chacune  Je  ces  mêmes  fonctions , 
consiJérées  séparément  et  inJépenJamment  l'une  Je  l'autre. 

Ce  principe,  combiné  avec  le  précéJent,  suffira  pour  trouver  les  fonctions 
primes  Je  toutes  sortes  Je  fonctions,  ainsi  que  les  autres  fonctions  Jérivées 
des  ordres  supérieurs. 
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'32,  Ainsi,  en  supposant  X  une  fonction  quelconque  de  .v,  ies  fonctions 

primes  de  A"",  ÎX,  a\  sin.  X,  cos.  X,  &c.  seront  mX"'~'  X' ,  -^  . 

<3^'  laX' ,  X'  COS.  A',  —  A''  sin.  X,  &c.,  et  leurs  fonctions  secondes  seront 

r,tX"""X"  -^-m(m—i)X-"-\X\^ ^,  u'  laX'-^a" 

(la)'  X'\  X"  cos.  X —  X''-s\n.  X,  —  X"  sin.  X —  X'-  cos.  X,  &c.  ;  et 
ainsi  de  suite. 

3  3.  Mais  la  fonction_y  pourrait  n'être  donnée  que  par  une  équation  quel- 
conque entre  .v  et  j. 

Représentons  cette  équation  en  général  par  F (x,y)  z=z  o,  on  aura,  par 
ia  résolution,  j  égal  à  une  fonction  quelconque  de  .v,  qu'on  pourra  désigner 
par/x;  de  sorte  qu'en  substituant /at  pour  j  dans  la  fonction  Ffx,  y) ,  elle 
deviendra  F(x,fx),  fonction  de  x  seul,  que  nous  désignerons  par  çx. 
Cette  fonction  (px  devra  donc  être  nulle,  quelle  que  soit  la  valeur  de  .v. 
Donc  elle  le  sera  aussi  en  mettant  .v  — l—  /  pour  .v,  quelle  que  soit  la  valeur 

de;.  Mais  par  cette  substitution^  A- devient^  A- H—  i(p'  x-\ ç"x~{-8<.c.; 

donc,  pour  que  i  puisse  être  une  quantité  quelconque,  il  faudra  que  l'on 
ait  séparément  les  équations  <px  zn  o  ,  (p' x  nz  o  ,  (p" x  jrz:  o  ,  Sec,  dont  ^a 
première  est  l'équation  donnée ,  la  seconde  est  sa  fonction  prime ,  la  troisième 
sa  fonction  seconde,  &c. 

Or,  puisque  (px  m  Ffx,  fx)  z=z  Ffx ,  y) ,  <p' x  sera  la  fonction  prime 
de  Ffx,  y)  ,  y  étant  regardé  comme  fonction  de  x ,  et  par  le  principe  établi 
dans  le  n.°  3  i  ,  cette  fonction  prime  sera  exprimée  par  F'  (x)-\—y' F'  fyj,  en 
désignant  par  t'  fx)  et  F'  fy)  les  fonctions  primes  de  la  fonction  Ffx, y), 
prises  relativement  à  a- seul  et  à^  seul. 

Donc  l'équation  (p' x  zzl  o  donnera  F'fx)  -f-  y' F' fy)  zzz  o;  d'où  l'oa 
tire 

__       F'(x)        ■  •  - 

.  ^'/'^        '         '   . 

Ayant  ainsi  la  valeur  de  la  fonction  prime  ^'  en  fonction  de  x  et  y,  on  aura 

celle  de  y" ,  en  prenant  la  fonction  prime  de  cette  fonction  ,  et  ainsi  de 

suite. 


3  2  T   H    L    0    R    I    E 

Il  résulte  Je  i'analyôe  prccéJente ,  ce  principe  : 

Lorsqu'on  a  une  équation  quelconque  entre  Jeux  variables  x ,  y  , 
l'équation  subsistera  encore  entre  les  fonctions  primes  Je  tous  ses  termes , 
ainsi  qu'entre  leurs  fonctions  seconJes,  &c.  Nous  appellerons  ces  nouvelles 
équations  ,  équations  dérivées;  et  en  particulier,  équations  primes ,  équations 
secondes ,  Sic,  ,  celles  qu'on  obtient  en  prenant  les  fonctions  primes  , 
seconJcs  ,   &c. 

Si  l'équation  ne  contenait  qu'une  seule  variable  .v ,  qui  Jût  Jemeurer 
inJéterminéc,  ce  qui  a  lieu  Jans  les  équations  ijentiques,  le  même  principe 
subsisterait ,  et  l'on  aurait  également  une  équation  prime  ,  une  équation 
seconJe,  &:c.  qui  seraient  aussi  iJentiques. 

34.  Quelle  que  soit  Jonc  la  fonction  proposée /!v,  et  Je  quelque  manière 
qu'elle  soit  Jonnée ,  on  a  Jes  méthoJes  simples  et  générales  pour  trouver 
sa  fonction  prime /'.v;  et  Je-là ,  par  la  répétition  Jes  mêmes  opérations,  on 
pourra  trouver  toutes  les  autres  fonctions  Jérivées.  On  aura  ainsi  facilement 

tous  les  termes  Je  la  série/v  — l—  if'x  H ~f"-'^  ~^  ^'^"  l*-''  "^''^  '^'"•'  J^'ve- 

îoppeinent  Je  la  fonction/(^.v  -+-  i),  lorsque  ce  développement  est  susceptible 
Je  cette  forme. 

11  est  Jonc  nécessaire,  avant  J'aller  plus  loin,  J'examiner  quanJ  et 
comment  cette  forme  pourrait  cire  en  Jéfiut, 

Nous  avons  Jéjà  Jémontré  plus  haut  (n."  i  0)  que  cela  ne  peut  arriver 
que  lorsqu'on  Jonnera  à  .v  une  valeur  Jéterminée,  telle  qu'elle  fasse  Jispa- 
raiire  Jans  la  fonction /x,  et  Jans  ses  Jérivées,  quelques  raJicaux.  Or,  un 
raJical  ne  peut  Jisparaître  Jans  une  fonction  que  Je  Jeux  manières  ,  ou 
parce  que  la  quantité  qui  multiplie  le  raJical  devient  nulle,  ou  parce  que 
le  raJical  lui-même  Jevient  nul. 

Dans  le  premier  cas,  il  est  clair  que  le  raJical  Jisparaissant  Jans  /.v ,  il 
pourra  ne  pas  Jisparaître  Jans/'x,  f'x  ,  &c.  ,  ou  Imcii  que  Jisparaissant 
à-la-lois  Jans /a-  ,  j'x ,  il  pourra  ne  pas  Jisparaître  Jansy.v  ,  /'"v,  &:c.,  et 
ainsi  Ju  reste,  parce  que  le  radical  acquérant  Jes  coèificiens  Jitférens  Jans 
les  fonctions  Jérivées  ,  ces  coèfficiens  ne  JevienJront  plus  nuls  par  la  même 
supposition  Je  la  variable. 

Dans 
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Dans  le  second  cas,  au  contraire,  il  est  évident  que  le  radical  disparaîtra 
nécessairement  dans  toutes  les  fonctionsyÀr,y'.v,/".v,  &:c,  à  l'infini,  puisque 
c'est  la  quantité  radicale  elle-même  qui  est  supposée  s'évanouir  pour  une 
valeur  donnée  de  la  variable  x. 

Or,  comme  l'évanouissement  du  radical  ne  peut  plus  avoir  lieu  dans  la 
fonction  f(x—^i),  où  /  est  une  quantité  indéterminée  et  indépendante  de  x , 

•i 

ïi  s'ensuit  que  la  série/.v  -\-iJ'x-+ — '- — f"x  H—  5cc.    qui   représente  le 

développement  de  cette  fonction  ,  ne  pourra  être  exacte,  qu'autant  que  le 
même  radical  s'y  trouvera;  par  conséquent  cette  série  sera  légitime  dans  le 
premier  cas,  et  ne  le  sera  pas  dans  le  second. 

35.  Soit_y  z=/^v,  et  par  conséquent,  en  prenant  les  fonctions  primes 
secondes,  Sccy'  z=.fx,  y"  =f"x8<.c.;  supposons  que  pour  une  valeur  donnée 
de  X,  ii  disparaisse  dansyÀr  un  radical ,.  lequel  ne  disparaisse  pas  dans  J' x;  il 
est  clair  que  pour  cette  valeur  de  a-,  la  fonction y^'x  devra  avoir  un  plus  grand 
nombre  de  valeurs  différentes  que  la  fonction  fx ,  à  raison  du  radical  qui  se 
trouve  dans/'.v  et  qui  a  disparu  dansfx;  d'où  il  s'ensuit  que  la  valeur  de  / 
ne  pourra  pas  être  donnée  par  une  fonction  de  x  et  y  qui  ne  contiendrait  pas 
ce  radical.  Cependant,  si  dans  l'équation  j  z=zfx  on  détruit  ce  même  radical 
par  l'élévation  des  puissances,  et  que  l'équation  résultante  soit  représentée 
par  Ffx,  y)  z:^  o  ,  son  équation  prime  donnera  généralement  ,  comme 

nous  l'avons  \'u  f/i."  j  j )  ,  y' z=z — -,—- —  .    Donc  cette  expression 

sera  en  défaut  dans  le  cas  où  l'on  donnerait  à  x  la  valeur  en  question  ,  ce 
qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  lès  quantités  F'  (x)  et  F'  (y)  seront 
i'.une  et  l'autre  nulles  à  la  fois.  Ainsi,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  l'expressio'u 
àty'  deviendra  égale  à  zéro  divisé  par  zéro;  et  réciproquement  lorsque  cela 
arrivera ,  ce  sera  une  marque  que  la  valeur  correspondante  de  x  aura  détruit 
«Jans yV  un  radical ,  sans  le  détruire  dans/'.v.  j  ^ 

Pour  avoir  dans  ce  cas  la  valeur  de  y' ,  il  ive  suffira  donc  pas  de  s'arrêter 
à  l'équation  prime  de  F(x  ,y)  :=:  o ,  laquelle  étant  y'  F'  (y)  -\-  F  (x)  — r  o 
/«".  ^ ^)  aura  lieu  d'elle-même,  indépendamment  de  la  valeur  de/;  mais  il 
faudra  passer  à  l'équation  secçnde,  qu'on  trouvera  par  les  mêmes  règles  de 

E 
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cette  forme 

/  F'  (y)  -H  y"  F"  (y)-\-^  y'  F"  (y)  (s)  ~^-  F"  (s)  =  o  . 
ea  désignant  par  /"  fyj  et  F"  (x)  les  fonctions  primes  de  F'  (y)  et  f'{x), 
prises ,  la  première  relativement  à  y  seul  ,  et  la  seconde  relativement  à  .v 
seul ,  c'est-à-dire  les  fonctions  secondes  de  F  (y ,  x  ' ,  prises  relativement  aux 
mêmes  variables  isolées,  et  par  F" {yj  {x)  la  fonction  prime  de  F' (y) , 
prise  relativement  à  x,  ou  la  fonction  prime  de  F' (x) ,  prise  relativement 
à  V,  ces  deux  fonctions  étant  la  même  chose,  comme  il  est  facile  de  s'en 
convaincre  ,  et  comme  nous  le  démontrerons  plus  bas  ,  lorsque  nous 
traiterons  des  fonctions  de  plusieurs  variables  ,  c'est-à-dire  la  fonction 
seconde  de  F  (y  ,  x)  ,  prise  relativement  zy  er  à  .v. 

Cette  équation  donne  généralement  la  valeur  de  y"  ;  mais  dans  le  cas 
proposé  la  quantité  F' (y)  devenant  nulle,  le  terme  qui  contient/'  dispa-^ 
raîtra  ,  et  l'équation  restante  sera  une  équation  du  second  degré  en  y' ,  par 
laquelle  on  déterminera  la  valeur  de  y' ,  qui  sera  par  conséquent  double. 

36.  Soit,  par  exemple, /v  z=  (x  —  n)\  (x h) ,  en  sorte  qu'on  ait 

i'équation;-  =  (x (^)V (>^ ^)  «n  aura/'.v  =ii_y'  z=:  V (x h)  -H 

I — — -  ;  faisant  .v  =  <'^  on  a  j  =:  o  ,  y'  =:V  {x  —  1>J  ,:=::zy  (a  —  h) , 

zV(x  —  b) 

où  l'on  voit  que  le  radical  disparaît  dans  la  valeur  de  j,  mais  non  pas  dans 
celle  de/,  en  sorte  que  la  valeur  de  y  est  simple  et  celle  de  /  double. 

Maintenant, si  on  réduit  l'équation  proposée  à  cette  forme  rationnelle  v'rq: 
^x  —  û)''  f.\  —  1>J ,  et  qu'on  en  prenne  1  équation  prime  ,  on  aura  2yy'  = 

2{x  -  d)  (x  -  b)-\-(x — a)  ;  d  ou  1  on  tucj    — -^ / 

fais:mt  X  =  ,-/,  on  \\y'  ■z=z ;  passant  donc  à  l'équation  seconde,  on  aura 

a/'  -H  %yy"  ^=.  4 (x n)  -\-  2  (x h]. 

Ici  .V  m:  a  donne  (  à  cause  de  ^  zz;  o  dans  ce  cas  )  2  y''  =z:  2  (x  —  h)  irr 

2  (û i)  ;  donc  v'  rzi  V  (ti  l') ,  comme  plus  h;; ut. 

Userait  possible,  au  reste,  que  la  même  valeur  de  ,>  qui  ilétruit  les  termes 
de  l'équation  prime,  détruisit  aussi  ceux  de  l'équation  seconde;  alors  il 
faudrait  passer  à  l'équation  tierce,  laquelle,  par  la  uestruciion  des  termes 


DES     FONCTIONS     ANALYTIQUES.  5) 

qui  contiendraient  j"  et  y'" ,  deviendrait  une  simple  équation  en  y',  mais 
du  troisième  degré,  et  ainsi  de  suite.  Cela  dépend  de  la  nature  du  radical 
qui  aura  été  détruit  dans  fx,  et  qui  doit  tire  remplacé  par  le  ilegré  de 
l'équation  d'où  dépend  la  valeur  de  y' ;  mais  nous  n'entrerons  dans  aucuii 
détail  sur  ce  point,  pour  ne  pas  trop  nous  écarter  de  notre  objet. 

37.  Supposons  en  second  lieu  que  la  même  valeur  de  .v ,  qui  lait  i.Hspa-  v 
raître  un  radical  dans  fx,  le  fasse  disparaître  aussi  dans  fx,  sans  le  faire 
disparaître  néanmoins  dans/".v,  alors  les  valeurs  correspondantes  de  fx  el 
def'x  seront  en  même  nombre;  mais  celles  de  f"x  seront  en  nombre  plus 
grand.  Si  donc  on  détruit  ce  radical  dans  l'équation  jirr/.v,  la  valeur  ds  y 

qu'on  en  déduira  ,  se  trouvera  :z:z- ,  et  il   faudra  passer  aux  équations 

dérivées  d'un  ordre  supérieur  pour  avoir  la  valeur  de  y". 

Soit  j  izz  fx  —  tjj'  v{x  —  d) ,  on  aura  /  =  2  (x  —  a)V  fa  —  h)  -f- 

7777=77  ■>■  ~'-^'  (^'  -  >■)  ^  ^77^, ^^iT" 

faisant  a-  :==.  a,  on  a  y  z=z  o ,  y  zzz  o  et  y"  irr  2  y  fx  —  l/J  z=z  2  V  fa  — ùj. 
Mais  si  on  réduit  l'équation  proposée  à  cette  forme  rationnelle  j'  :=:  fx  —  ^J^ 
f  X ùj,  on  en  tirera  l'équation  prime  lyy'  z=z  ^fx  —  n)'  (  x —  h)  -h- 

fx ay  ,  laquelle  donne  ,  lorsque  .v  :=:  a  ,  y'  =r ,  à  cause  de  jrzr  o , 

à  moins  qu'en  substituant  la  valeur  de  y ,  on  ne  divise  le  tout  par  (x  —  a)\ 
et  qu'ensuite  on  ne  fasse  xz:^a,  ce  qui  donnera 7'  :=  o. 

Passant  à  l'équation  seconde,  on  aura^'"  —{-y y"  ^=^  (>  (^  —  (j)'  (^  —  ^^) 
-+-  ^fx  —  a)"" ;  faisante  ■=.  a,  on  aura  y  -^z  o,  comme  ci-d'.\';su.'<. 
Mais  pour  avoir  la  valeur  de  y"  ,  il  faudra  avoir  recours  à  l'équation  tierce 
et  mcme  à  l'équation  quarte.  Celle-là  sera  3  y' y"  -{-  yy'"  =:  i  8  fx  —  ûJ' 
— f-  I  2  fx  —  <7 J  fx  —  />J .  où  tous  les  termes  disparaissent  lorsque  v::^:  a. 
La  suivante  fera  3  /"  -h  4>''>"'  -i-}'/  '  ==  48  fx  —  aj  -\-  i  2  fx  —  />J. 
Faisant  .v  =r=  (j ,  et  par  conséquent^  zzr  o,  ety  =rr  o  ,  on  aura  3/'  ::= 
I  -  A'  —  ^J-  y"  =r  2  )/    X  —  />J  r=.  2  V  (d  —  h) ,  connne  plus  haut. 

30.  Nous  ne  pousserons  pas  cette  analyse  plus  loin  ,  qui  d'ailleurs  n'a 
plus  de  difficulté  d'après  les  principes  établis.  Nous  jious  contenterons  de 

E  2 
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remarquer  que  si  on  construit  la  courbe  dont  x  serait  l'abscisse  et;-  — fv 
i'ordonnée,  cette  courbe' aura  ce  qu'on  appelle  un  point  multiple  dans 
i'endroit  correspondant  à  la  valeur  donnée  de  .y,  qui  fera  disparaître  ua 
radical  dans  fx,  sans  le  faire  disparaître  en  même  temps  dans  y'. v;  qu'elle 
aura  un  point  d'attouchement ,  si  la  même  valeur  de  x  fait  disparaître  à  la 
fois  le  radical  dans /à-  et  dans  f'x;  que  ce  sera  un  point  d'osculation  ,  si  le 
radical  disparaît  en  même  temps  dans  f" x,  et  ainsi  de  suite.  On  en  verra  la 
raison  ,  lorsque  nous  appliquerons  la  théorie  des  fonctions  à  celle  des 
courbes, 

3 p.  A  l'occasion  de  la  difficulté  que  nous  venons  de  résoudre,  nous 
allons  donner  la  théorie  de  la  méthode  pour  trouver  la  valeur  d'une 
fraction ,  dans  le  cas  où  le  numérateur  et  le  dénominateur  deviennent 
zéro  à  la  fois. 

Soit — = — •  une  pareille  fraction,  fx  et  F  x  étant  des  fonctions  de  .v , 
r  X 

telles  que  la  supposition  de  x  =r  ^  les  rende  toutes  les  deux  nulles  à  la 

iois  ,  et  qu'on  demande  la  valeur  de  cette  fraction  lorsque  x  z=:  <■/. 

On  fera  j  rr:  —- —  ,  et  par  conséquent  y  Fx  rrr  fx.  En  supposant  .v  rrr  a, 

cette  équation  se  vérifie  d'elle-même,  indépendamment  de  la  valeur  de  _y 
qui  demeure  par  conséquent  indéterminée  ;  ainsi  elle  ne  peut  servir  dans  cet 
état  à  la  détermination  dej,  lorsque  .v  —  c;.  Mais,  en  prenant  l'équation  prime, 
on  aura  y  F  x  -\-y  F'  x  zizj'  x;  la  supposition  de  x-zrzn  fait  disparaître  le 

terme  y' Fx  ;  et  le  reste  de  l'équation  donne  v  =  -  ,—  .  S'il  arrivait  que  \qs 

t  '  X 

fonctions  primes /'a',  /"' .y  devinssent  aussi  nulles  par  la  mêine  supposition, 
alors  on  trouverait  par  le  même  principe,  en  substituant  dans  l'équation 
ci  -  dessus  /'.v,   F'x  ,   pour   fx,   Fx,   cette    nouvelle    expres.sion  de/, 

F"  X 
y  = — „ — ,  et  ainsi  de  suite.  On  pourrait  aussi  la  déduire  directement  de 

i  X  ^ 

la  même  équation  prime  ,  en  considérant  que,  comme  elle  se  vérifie  de 
nouveau  d'elle-même,  elle  ne  peut  pas  servir  non  plus  à  la  détermination 
de  y  ;  que  par  conséquent  il  sera  nécessaire  de  passer  à  l'équation  seconde, 
laquelle  5era;'"/''.v  -+-  zy'  f'x  -\-  yF"  xz::zf"x.  Comme  la  supposition 
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Je  xz:z  o  rend  nulles  les  fonctions  Fx  et  F' x ,  les  termes  qui  contiennent^' 

et  y"  s'iia  iront  d'eux-mcmes,  et  les  termes  restans  donneront  v  z:^  — - —  , 

comme  plus  haut. 

Il  n'est  pas  à  craindre  que  les  fonctions  fx,f'x,  f"x,  &ic.  Fx  F'  x  ^ 
F" X ,  &c.  à  l'infini,  puissent  devenir  nulles  en  même  temps  par  la  suppo- 
sition de  .V  =  a,  comme  quelques  géomètres  paraissent  le  supposer;  car, 

puisque/f^v  — H /^  r=:yÂ'-f- //'.v  H fx   &:c.   en   faisant  x  zzz.   a  on 

aurait  f(a  — f-  i)  z=z  o  ,  quel  que  soit  ;,  ce  qui  est  impossible  ;  il  en  sefait  de 

même  de  Ffx  -+-  i).  Mais  il  peut  arriver  que  ces  fonctions  deviennent 

infinies  par  la  même  supposition  de  .y  zzz  a ,  ce  qui  rendra  également  les 

fxf'x 

fractions  ,   — y—  ,  cScc.   indéterminées  :   mais  la   solution   de  cette 

F  X  F  X 

difficulté  dépend  de  i'examen  du  second  cas  du    n.''3  4,  dont  nous  allons 

nous  occuper. 

40.  Ce  cas  a  lieu ,  lorsque  la  supposition  de  .v  irr  a  fait  disparaître  dans/x 
un  radical  en  le  rendant  nul,  auquel  cas  elle  le  fera  disparaître  de  même 
dans  les  fonctions  dérivées  ;  mais  ce  radical  restant  dans  la  fonctiony(^.v— f-/7* 
il  doit  rester  aussi  dans  le  développement  de  cette  fonction  ;  par  conséquent 
ne  pouvant  affecter  la  valeur  de  x ,  il  faudra  qu'il  affecte  1"/;  d'où  il  suit 
que  ce  développement  doit  contenir  nécessairement  des  puissances  irra- 
tionnelles de  /.  Il  est  clair,  en  effet,  que  si/.v  contient  la  quantité 'y  A', 
A'étant  une  fonction  de  .v,  qui  devient  nulle  lorsque  .v:=:i;<:;,  en  mettant  .v-|— i 

à  laplacede.v,  A'deviendra  A'-t-/ ^Y'h X"  -f-  «Sec.  et  faisant  .v  :zz:  a, 

on  aura  simplement  i X'  H X"  H—  &.C.  pour  la  vafeur  de  A';  de  sorte 

que  ■y  ^Y  deviendra  y" i  ( X'  -\ X"  —H  &c.  )  ;   donc    h   fonction 

f(x  -4—  ï)  contiendra  ,  dans  le  cas  de  .v  ^r  a,  le  radical  "^J i  ,  qui 
devra  par  conséquent  se  trouver  dans  son  développement  suivant  les 
puissances    de  /.  Voyons  donc  ce   que   donnera  alors   le  développement! 

■a 

fautif/v  -H  ïf  X  H ^-/"  .v-H  &-C. 
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4 1 .  Pour  cela  ,  J'observe  que  les  fonctions/'  (.i  -f-  i) ,  f" (x-\-)) ,SiC. 
sont  également  les  fonctions  primes,  secondes,  Sec.  de  la  ïonc\\onf(x  -+• }) , 
soit  qu'on  les  prenne  relativement  à  .y,  soit  qu'on  les  prenne  relativement 
à  /,  ce  qui  est  évident,  puisque  en  augmentant  soit  x,  soiti  d'une  même 
quantité  quelconque,  on  a  le  même  accroissement  de  la  quantité  .v —t- /.  D'où 
il  suit  que  l'on  aura  également  les  valeurs  de/'.v,  f"x,  &c.  quel  que  soit  x , 
en  prenant  \qs  fonctions  primes ,  secondes,  &.c.  de/^.v  -\- i )  relativement 
à  /',  et  faisant  ensuite  /  zm  o. 

Or,  si  on  suppose  que  le  développement  deffx  -f-  ij  doive  contenir , 
lorsque  A- zzn  <^/,  un  terme  affecté  de  /""',  tel  que  Ai"',  A  étant  une  fonction 
de  a,  el  m  n'étant  pas  un  nombre  entier  positif,  en  prenant  les  fonctions 
primes,  secondes,  &c.  relativement  à  /,  il  faudra  que  les  développemens 
de  f'fx  —\—  j  )  ,  f"  {x  -+-  i),   &c.   contiennent   les   termes    w/î/'"  ""  ' , 

m  (m \)  A'r~'' ,  ^c.(nS  i  S).  Donc,  faisant  /  z=:  o,  on  en  conclura 

que  les  fonctions  jx  ,  j' x  ,  f"  x,  &c.  lorsque  x^^na ,  contiendront  respec- 
tivement les  termes   Ao'" ,  /iiAo"'~' ,  m(m —  i)Ao"''~'',  &ic. 

Si  II!  est  un  nombre  (juelconque  négatif,  il  est  clair  que  tous  ces  termes 
seront  infinis. 

Si  ni  est  un  nombre  positif  non  entier  ,  soit  «  le  nombre  entier  immé-i 

diatement  plus  grand  que/;;,  il  est  visible  que  le  \ermc  m  f  ni —  i  ) 

fin // -f-  iJAo"'~"  sera  infini  ainsi  que  tous  les   termes  suivans ,   et 

que  tous  les  précédens  seront  nuls. 

Donc  en  général  la  fonction  f"x  et  toutes  les  suivantes  y!v"'*'',yÂ'''*'*,  Sec. 
à  l'infini  f/i,  //-+-  i  ,  &c.  étant  des  indices^,  seront  infinies) ,  ii  étant  lenombrç 
entier  positif  immédiatement  plus  grand  que  l'exposant  m. 

42.  Oa   conclura  dc-l;\  que  le  développement  fx  -\-if'  x  ~\ • 

f  X —\—  Sic,  ne  peut  devenir  fautit  pour  une  valeur  donnée  de  .y,  qu'autant 

qu'une  des  fonctionsyA',y'A-,  y".Y,  Sec.  deviendra  inlmie,  ainsi  que  toutes 

'  ies  suivantes  pour  celte  valeur  de  .v.  Alors  si  //  est  l'indice  de  la  première 

fonction  qui  devient  infinie,  le  développement  dont  il  s'agit  devra  contenir 

un  terme  de  la  forme  ï"  ,  m  étant  un  nombre  compris  entre  /;  —  i  et  //. 

£.t  si  toutçs  les  fonctions /y, /'.Y  ,  _/".v,  &.c.  devenaient  infinies  pourl^ 
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même  valeur  de  .v  ,  le  dcveloppement  de  f(x  -H  i)  contiendrait  dans  ce 
cas  des  puissances  n(5gaiives  de  /. 

Pour  trouver  alors  la  vraie  forme  du  dcveloppement  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  /,  il  faudra  faire  d'abord  dans  la  fonction  j(x  -\-  i  )  ,x  égal 
à  la  valeur  donnée,  et  développer  ensuite  suivant  les  puissances  croissantes 
de  /  par  les  règles  connues ,  en  ayant  égard  aux  puissances  fractionnaires 
ou  négatives  de  /'  qui  se  trouveraient  dans  la  fonction  mcmc. 

Au  reste,  nous  remarquerons  qu'en  faisant  y-=.fx,çX  prenant  .v  ct^ 
pour  les  coordonnées  d'une  courbe,  cette  courbe  aura  dans  le  point  où 
i'une  des  fonctions  j ,  y ,  y" ,  Sic.  devient  infinie,  ainsi  que  toutes  les 
suivantes  ,  un  lebroussement  dont  l'espèce  dépendra  de  l'indice  «,  pourvu 
que  l'exposant  fractionnaire  /;;  ait  pour  dénominateur  un  nombre  pair  ; 
et  l'on  déterminera  la  nature  du  rebroussement  par  la  forme  du  déve- 
loppement de  J  fx  H—  ij   dans  ce  cas. 

43.  Dans  l'exemple  du  n.°  ^6 ,  où  y  zm  fx ^J  y  (x h) ,  on 

voit  que  la  supposition  de  x  zzz  b  détruit  le  radical  dans  y  ,  et  doit  par 
conséquent  le  détruire  aussi  dans  les  fonctions  dérivées  y' ,  y" ,  &c.  Donc 

le  développement  fx  -\-  ij'x  -\ f'x  — |—  (S:c. ,  de  f  (x  -4-  i)  ,   en 

supposant^'  =/v  :=  (x  —  a)  v  (x  —  h) ,  sera  fautif  dans  le  cas  de  xz=.l>. 

En  effet,  on  aura  dans  ce  cas  j=  o ,  y'  z=z  y  (x  —  b)  -\ ^ '- —  n:::  00, 

X  étant  =:=  /; ,  et  on  trouvera  de  même  /'  =zz  00  ,  y'"  =ir  cxD  ,  &c.  Donc  le 

développement  dont  il  s'agit  devra  contenir  alors  un  terme  de  la  forme  /"", 

m  étant  entre  o  et  i . 

Soit ,  en  effet ,  .v  :^r:  b  -\-  i ,  fx  deviendra  (b  —  n  — f-  i)  y  i ,  de  sorte 

/  - 

que  le  vrai  développement  de  cette  fonction  sera  (b  —  a)  yi-\-i\ 

44.  C'est  au5^i  de  la  nicine  manière  qu'on  résoudra  la  dilîlcuhé  pro- 
posée à  1.1  lui  du  n."  35>,  sur  le..  Iraciions  qui  demeureraient  toujours 
in  lé-.ei-minées,  en  pre;iaiu  ù  l'infi.ii  les  fonciions  dérivées  du  numérateur 
et  du  Jéiominateur.  Nous  y  avouj  vj  que  cela  ne  saurait  arriver  que 
dans  ie  cas  où  la  même   valeur  de  a   rendrait  ces  foncàons  successive* 
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infinies,  II  faudra  donc  alors  supposer  x  m:  ^  -j—  /  [a  étant  la  valeur 
de  X  qui  rend  ces  fonctions  infinies  )  ,  dans  l'expression  générale  de  la 
fraction,  réduire  ensuite  cette  expression  en  série,  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  /,  et  le  premier  terme  de  la  série,  en  faisant  /  z=:  o, 
donnera  la  valeur  cherchée  de  la  fraction  pour  le  cas  de  .v  :=:z  a. 

».       .  •   1.  •     I      r         •  ^x  —  t/ci^  ^/  (x  —  a)  ...  O 

Ainsi  ,  SI  1  on  avait  la  traction -r-— — ,  qui  devient  — 

V  (x  — a)  ^  o 

lorsque  X  zzz  a ,  et  dont  les  fonctions  primes,  secondes,  &c.  du  numé- 
rateur et  du  dénominateur  devienneni  toutes  infinies  par  la  même  valeur 
de  .Y,  en  y  mettant  a  -f-  i  au  lieu  de  x ,  et  réduisant  le  numérateur  et 
le  dénominateur  en  série ,  elle  deviendra 


//  H-  — — H  &c. 


^2  iJ'i  -)- ; -f-  &C. 

ZY  la 


&;c,  ; 


de  sorte  qu'en  faisant  /  z=:  o ,  on  aura  — ; pour  la  valeur  cherchée  de  la 

*■  vza 

fraction  ,  lorsque  x  zzrz  a. 

En  effet,  si,  suivant  la  méthode  du  n.°  jp,  on  prend  les  fonctions 
primes  du  numérateur  et  du  dénominateur,  on  aura 


et 


2/.V  zV(x-a)  z/(x'  —  ^)    ' 

quantités  qui  deviennent  infinies,  lorsque  .vr=<r/;  mais  en  les  multipliant 
i'uiie  et  l'autre  par  2  ]/fx  —  ^z* ,  la  nouvelle  fraction  sera 


Vx 


V  (x  -i-  (t) 

iaquelle  ,  en  faisant  .v  =  rt,  devient  -y^^ —  ,  comme  phis  haut. 

-  Nous  avons  donc  résolu  les  difficultés  qui  peuvent  se  rencontrer  dans 
le  développement  de  ffx  -\-  i)  ;  et  quoique  nous  n'ayons  considéré  que 
des  fonctions  algébriques ,  il  n'est  pas  difficile  d'étendre  nos  solutions  aux 
fonctions  transcendantes.  Comme  ces  difficultés  n'ont  lieu  que  pour  t\es 
valeurs  particulières  de  x ,  il  est  clair  qu'elles  n'influent  en  rien  sur  la 

théorie 
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théorie  Jes  fonctions  dérivées /'.v ,  f'x,  &c.  ;  mais  il  était  nécessaire  de 
les  examiner  ,  et  de  donner  les  moyens  de  les  lever  ,  pour  ne  laisser 
aucun  nuage  sur  cette  théorie. 

45.  Non -seulement  on  peut  par  cette  théorie  trouver  directement 
tous  les  termes  du  développement  de  la  fonction /(^.v  -H  i),  suivant  les 
puissances  de/;  mais  on  peut  aussi  en  général  développer  une  fonction 
quelconque  ,  suivant  les  puissances  ascendantes  d'une  des  variables  conte- 
nues dans  la  fonction.  i 


En  effet,  si    on  reprend  la  formule /^x -|- /7  =/^' -^ 'Z'-^' ""• ~ 

f'x-i ^ — f"'x  H-  Sec,  puisque  x  et  /  sont  deux  quantités  indéter- 
minées, on  y  peut  substituer  .v  —  /  à  la  place  de  x ,  ce  qui  donnera 

fx'-f(x  —  i)-+-  if  (x  —  /■;  _H-^/Y-v  —  '■;  H-  Sec.       ^^.  ., 
De  plus,  on  pourra  mettre  ici  xi  à  la  place  de  /,  et  l'on  aura 

fx  ^f(x  —  xi)  -+-  xif'ix  —  xi)  -^£ff"(x  —  xi)-^^c., 

où  1  e.st  xme  quantité  arbitraire  quelconque.        ,■)  :         -  ,  '  . 

Ici,  fx  représente,  comme  fon  voit,  une  fonction  quelconque  Je  .v, 
et/Y-v  —  -v^Y/Y-v  —  xi)  ,  &c.  représentent  les  fonctions  primes, 
secondes,  &c.  de  fx ,  en  y  substituant  x(  i  —  i)  à  la  place  de  .v.  Mais , 
quoique /x  ne  représente  qu'une  fonction  de  .v  relativement  à  ses  fonctions 
dérivées  ,  il  est  clair  qu'elle  peut  représenter  en  général  une  fonction  quel- 
conque de  X  et  d'autres  quantités  quelconques ,  pourvu  que  ces  quantités 
y  soient  regardées  comme  constantes  dans  la  formation  des  fonctions 
dérivées  fx,f'  X ,  &c.  *        ". 

Si  dans  la  formule  précédente  on  fait  ^  r=  o ,  l'équation  devient  iden- 
tique fx=zfx ,  et  si  on  y  fait  ^  =  1  .  la  quantité  x .v^  i'évanouii;  de 

sorte  que  si  on  dénote  simplement  par  /.  /'.  /"  .  Sec.  les  valeurs  des 
(onctions  fx ,  J 'x  ,  f'x ,  Sec,  lorsque  x  zrr  o  ,  on  aura 

/,^/.^_.v/'.-|.-:^/".-4-.^c 
Ainsi,  lorsque /v  sera  une  fonction  donnée  de  plusieurs  variables  .v, 
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y,  &c.  ,  H  n'y  aura  qu'à  chercher  par  les  règles  générales  les  fonctions 
dérivées  par  rapport  à  x  seul,  et  y  faire  ensuite  Arrrr  o  ,  on  aura  tous  les 
termes  du  développement  de  la  fonction  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  -v;  et  il  est  clair  que  les  valeurs  àçs  quantités/' .  y"" .  Sec,  seront  des 
fonctions  de  y,  &c.  sans  x,  toutes  dérivées  de  la  fonction  primitive, 
suivant  une  loi  dépendant  de  la  manière  dont  la  quantité  .v  entrera  dans 
cette  fonctioji. 

4(j,  On  aurait  pu  résoudre  le  problème  précédent  d'une  manière  plus 
simple,  en  supposant  tout  de  suite/.v  ■:=■  A  h—  B x-\-  Cx'  — J-  D.v'  —H  &c., 
A  ,  B .  C ,  &c.  étant  des  quantités  indépendantes  de  .v.  Pour  les  déter- 
miner, on  considérera  que  cette  équation  devant  être  identique,  doit 
avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  v.  Donc  ,  i.°,  en  faisant  .v  -zn  o  , 
on  aura  f.  rzz  A  ;  2.°  en  prenant  les  fonctions  primes  de  tous  ses 
termes  (n."  J ^) ,  on  aura  encore  l'équation  identique 

f'x  —  ^  H-  2  C.v  -f-  3  Z).v*  -H  &c. , 
où,  faisant  de  nouveau  .y=  o,  on  aura/'.  ■==.  B .  ;   3.°  en  prenant  de 
nouveau  les  fonctions  primes  ,  on  aura 

/"  A  =:r   2  C  -H  2  .  3  Dx  -+-  3  .  4E.V'  H-  &c.  , 
où  ,  faisant  derechef  xz=.o  ,  on  aura  /".:=:=  2  C.  Continuant  de  la  même 
manière,  on  trouvera 

/'"  .  —  2  . 3  Z), /" .  =  2  .  3  .4£,  &c. , 
d'où  l'on  tire 

A—f.  B—f',,C-=L-^f,D—-^f"'.,^c., 

ce  qui  donnera,  par  la  substitution,  la  même  série  pour  jx  que  ci-dessus. 
Mais  cette  méthode  est  moins  directe  que  la  précédente,  et  elle  suppose 
déjà  la  théorie  àei  fonctions  dérivées  ;  elle  est  d'ailleurs  moins  rigou- 
reuse ,  en  ce  qu'elle  suppose  que  la  somme  de  tous  les  termes  affectés 
de  X  devient  nulle,  lorsque  a-  :=  o ,  quoique  les  coèfficiens  de  ces  termes 
augmentent  à  l'infini  dans  les  équations  dérivées  ;  mais  le  grand  avantage 
de  la  méthode  précédente  consiste  en  ce  qu'elle  donne  le  moyen  d'arrêter 
le  développement  de  la  série  à  tel  terme  que  l'on  voudra ,  et  de  juger  de 
la  valeur  du  reste  de  la  série. 
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Ce  problème,  l'un  des  plus  importans  de  la  théorie  des  séries,  n'a  pas  • 
encore  été  résolu  d'une  manière  générale.  On   pourrait,  à  la  vérité,  la' 
résoudre  pour  chaque  fonction  en  particulier,  par  les  méthodes  exposées 
au  commencement  f/i."  iij  ;  mais  il  serait  impossible  de  parvenir   par 
cette  voie  à  une  solution  générale  pour  une  fonction  quelconque. 

47.   Reprenons  donc  la  formule  générale  trouvée  ci-dessus  (n."  ^jj  , 

fx  =zffx  —  xzJ  -H  xzf'fx  —  xzJ  H 7-  /"  {x xzJ  -\-  Sic. , 

et  supposons  qu'on  veuille  s'arrêter  au  premier  terme/j^.v  —  xzJ-  Comme 
tous  les  termes  suivans  sont  multipliés  par  .v,  nous  supposerons 

f,=ffx-xz)-^xP, 
P    étant    regardée    comme    une    fonction    de    7,    qui   devra   être    nulle 
lorsque  ^  z=z  o  ,  puisque  a\oYs  f(  x  —  xz)  devient /!v. 

Comme  cette  équation  doit  avoir  lieu,  quelle  que  soit  la  valeur  de  j, 
qui  est  arbitraire,  son  équation  prime,  relativement  à  z>  aura  donc  lieu 
aussi  (u."  ^ ^)-  On  prendra  donc  les  fonctions  primes  relativement  à  cette 
variable,  et  il  est  facile  de  voir  que  la  fonction  prime  du  terme //.v  —  xz) 
sera  —  xf  (x  —  xz)-  Car  on  a  vu  (n."  j  i )  que  si  y  zz=.  f.p,  p  étant  une 
fonction  de  .v ,  on  a  y'  :=z  p'fp  ;  ainsi ,  prenant  z  ^  ^^  place  de  a-  ,  et 
faisan ty> ZITA- — xz,  on  aura^'^z: —  x  et^'  =r — xf'pzm — ■'^f  {>:  —  xz-) 

Ainsi,  à  cause  que /x  ne  renferme  point  Z'  1  équation  prime  relati- 
vement à  z-  '"^(-'ra  5  .'. 

o=—xf'(x^xz)^xF,    ;::';   ,;;j; 

p*  étant  la  fonction  prime  de  P  relativement  à  ^  ;  d'où  l'on  tire 

P'^f'{x-xz). 
On  aura  donc  la  valeur  de  P ,  en  cherchant  une  fonction  de  z  'î""^  '^ 
fonction  prime  soit  égale  à  f  (x  —  xz) ,  et  qui  de  plus  soit  telle  ,  qu'elle 
devienne  nulle  lorsque  z  ^^=  o-  Cette  valeur  de  P  ainsi  trouvée,  si  on  y 
fait  2:z=  I  ,  on  aura  .  ;    .  .     . 

fx=f.-V-xP. 
Supposons ,  en  second  lieu  ,  •  1     : 

fx  =f(x  —  xz)  -\- xzf  (s  —  xz)  -^  x'- Q.      ,„. 

F  2 


i  >, 
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<2  étant  une  fonction  de  i,  qui   devra  être  nulle,  comme  l'on  voit, 

lorsque  ^  rz:  o. 

En  prenant,  comme  ci-dessus,  les  fonctions  primes  relativement  à  i,  on 
ain-a  cette  équation  prime 

o  —  —  .v/V-v  —  szJ  -H  x/V-v  —  xzJ  —  x'zf"(x  —  xz)  -+-  x'  Q' , 
où  les  fonctions  désignées  par/',  f''  sont  les  fonctions  primes  et  secondes 
de  fx  relativement  à  v ,  et  dans  lesquelles  on  a  mis  ensuite  a'  —  .v  i  pour  .v. 
On  tire  de-là,  en  eiîaçant  ce  qui  se  détruit, 

de  sorte  qu'on  aura  la  valeur  de  Q  en  cherchant  une  fonction  de  i  >  dont 
la  fonction  prime  ait  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver  pour  Q' ,  et  qui  ait 
la  condition  de  devenir  nulle  lorsque  i  z=:z  o.  Si  ensuite  on  fait  ^=  i  .  on 
aura 

Soit,  en  troisième  lieu, 

fx  ^f(x  —  ,^)^szf'(x-xz)  -\-^  f"(x  -  xz)  -^  x^R. 

P  étant  une  fonction  de  z,  qui  s'évanouisse  lorsque  3  =  o.  On  trouvera, 
en  prenant  les  fonctions  primes  relativement  à  ^ ,  et  effaçant  les  termes 
qui  se  détruisent  mutuellement , 

la  fonction  représentée  par/'"  étant  la  fonction  tierce  àe  fx  relativement 
à  .V,  transformée  par  la  substitution  de  .v  —  .v^  à  la  place  de  .v. 

11  faudraxlonc,  pour  avoir  la  valeur  de  R.  trouver  une  fonction  pri- 
mitive de  Z'  ^^oni  la  fonction  prime  soit  la  valeur  précédente  de  R' ,  et 
qui  soit  telle,  qu'elle  s'évanouisse  lorsque  ^  r=  o.  Cette  fonction  étant 
trouvée ,  on  aura ,  en  faisant  z  =^=  '  > 

fx  =zf.  -+-  xf  .  -+-  J^/"  .  -4-  .v'  R , 

et  ainsi  de  suite. 

En  continuant  ainsi,  on  aura  la  formule  du  n."45  , 

/v  =  /-f-  xf'-^-^-f'-^-^f"'-^&.c. 

Mais  l'analyse  précédente  a  l'avantage  de  donner  la  manière  d'avoir  les 


DES    FONCTIONS    ANALYTIQUES.  45 

restes  xP,  x'Q,  x' R ,  &c.  de  ia  série,  lorsqu'on  veut  l'Interrompre  à 
son  premier  ,  second  ,  troisième  ,  &c.  terme. 

48.  Voilà  le  problème  résolu  analyticjuement ;  mais  comme  les  quan- 
tités P,  Q,  R,  &c.  ne  sont  connues  que  par  leurs  fonctions  primes,  il 
reste  encore  à  remonter  de  ces  fonctions  aux  fonctions  primitives;  ce  qui 
peut  être  souvent  fort  difficile,  et  même  impossible.  Cependant  on  peut 
trouver  des  limites  de  ces  quantités,  ce  ([iii  sufhra  pour  apprécier  l'erreur 
qu'on  peut  commettre  en  s'en  tenant  à  quelques-uns  des  premiers  termes 
de   la  série.  '  *" ,     ■' 

Pour  cela,  nous  allons  établir  ce  lemme  général  :        '     '•      '•'         - 

Si  une  fonction  prime  de  3,  telle  que  f'i  est  toujours  positive  pour 
toutes  les  valeurs  de  i,  depuis  ^  zz=:  a  jusqu'à  1  m  b ,  b  étant  >  u ,  la 
différence  des  fonctions  primitives  qui  répondent  à  ces  deux  valeurs  de  '^, 
savoir,  fb  — fa,  sera  nécessairement  une  quantité  positive. 

Considérons  la  fonction /(^j  -\— i) ,  dont  le  développement  est  /V  — |— 

»/'^H —f"l-\-8<.c.,  nous  avons  vu  qu'on  peut  toujours  prendre  la 

quantité  ;  assez  petite  pour  qii'iui  terme  quelconque  de  cette  série  de- 
vienne plus  grand  que  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent  f/if  1 4-). 
Ainsi  le  terme  ij'i  pourra  devenir  plus  grand  que  le  reste  de  la  série  ;  par 
conséquent  si/'^  est  une  quantité  positive,  on  pourra  prendre  /"  positif  et 

assez  petit  pour  que  toute  la  série  ïj'i  -j-  — ^-/"^-l-  &c.  ait  nécessaire- 
ment une  valeur  positive  ;  mais  cette  série  est  r=r  f^i  — f—  i)  — f^;  donc  , 
ûj'i  est  une  quantité  positive,  on  pourra  prendre  pour  /  une  quantité 
positive  et  assez  petite  pour  que  la  quantité  f(i  -H  i)  — f^  soit  nécessai- 
rement positive.  '  .    .'/'       .      ;,    I     ,  .     .  . 

Mettons  successivement  à  la  place  de  3  les  quantités  (t ,  a  -f-  /',  n  -t-  2  /, 
a  -\-  3  /,  tkc. ,  a-\—iii,  il  en  résultera  que  l'on  peut  prendre  /  positif  et 
assez  petit   pour  (jue   toutes  les   quantités  f((t-\-i) — f^,  J(n~\-  iPj 

f(^  -+-  0  >  f('^  -♦-  }')  /(^^  -H  2 /"A  jusqu'à  f[a  -\-  (;t  -\-  ly,- J 

—  f(a  -H  ni)  ,  soient  nécessairement  positives,  si  les  quantités  fa, 
f\ci  -H  i) ,  f  (n-\-  zi),  &LC.  jusqu'à/Y'^  -+-  "')  le  sont.  Donc  aussi, 
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dans  ce  cas,  la  somme  des  premières  quantités,  c'est-à-dire  ia  quan- 
tité/[^  -4-  ff  -f-  i/'']  — fn,  sera  positive. 

r aurons  mamtenant  a  -\-  (n  — h-  i  //r=:  b ,  on  aura  iz=. ,  et  l  on 

en   conclura   que  la  quantité  fb — fa   sera    nécessairement  positive,  si 

toutes  les  quantités /'<î  ,  f  (n  H )'f'('^~^ ~ — I /'  (^  -H 

— /,  <xc.,  jusqu  Aj'  (a-{ /,  sont  positives,  en  prenant// 


ausii  grand  qu'on  voudra. 

Dojic,  à  plus  forte  raison,  la  quantité  fb  — fa  sera  positive ,  si  f  i  est 

toujours  une  quantité  positive ,  en  donnant  à  i  toutes  les  valeurs  possibles 

depuis  izzza,  jusqu'à  ^z:=r/;,  puisque  parmi  ces  valeurs  se  trouveront 

1  I  b  —  a  z  (b  —  a)  ^ 

nécessairement  les  valeurs  a ,  a  —j ,  a   -\ —  ,  &c. 

n  -V-  \  n-^  i 

n(b  —  a)  .  ,        ,  , 

a  H ,  en  prenant  //  aussi  ^rand  qu  on  voudra. 


45?.  A  l'aide  de  ce  lemme  ,  on  peut  trouver  des  limites  en  plus  et  en 
moins  de  toute  fonction  primitive  dont  on  connaît  la  fonction  prime. 

Soit  la  fonction  primitive  Fi  dont  la  fonction  prime  F 'iso\i  exprimée 
par  ^"'Z,  Z  étant  une  fonction  donnée  de  3.  Soit  M  \vl  plus  grande, 
et  A^ia  plus  petite  valeur  de  Z  pour  toutes  les  valeurs  de  1  comprises 
entre  les  quantités  a  ei  b,  en  regardant  comme  plus  grandes  les  négatives 
moindres  ,  et  comme  moindres  les  négatives  plus  grandes ,  ce  qui  est 
conforme  à  la  marche  du  calcul,  puisque,   par  exemple,  —  i  >  —  2  , 

5  > 7  ,  et  de  même  —  2  <  —  i  ,  et  ainsi  des  autres.  Donc  les 

quantités   AI Z  et  Z  —   A^  seront  toujours  positives  depuis   ^  =  ^ 

jusqu'à  i  =;  b  ,   et   il  en   sera   de  même   des  quantités   1"  (M  • —  Z) 

Donc,  I.",  si  on  fait /'^  =  z" ( ^ —  '^)  >  o"  ^^""^  P^  '^  lemme 
précédent//;  — fa  >o  ;  or  ,  ^'"Z  étant Z''^,  sa  fonction  primitive  sera  Fi, 
et  comme  M  est  une  quantité  constante ,  la  fonction  primitive  de  yV/j"* 

est ,   puisque  la  fonction  prime  de  celle-ci  est,  par   la  règle 
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gcncrale  (n."  iS) ,  '■ '^- —  =  M^.   Donc   on  aura  fi  z=z 

—  Fi:  et  faisant  successivement  1  =  a  et  ^  z^  5,  l'cqiia- 


m  -t-  I 


tien  fù  — fa>  o  donnera 


Air-'  „,  Ma""-' 

/•  i, .  _4_  /-  a  >  o  ; 


m  -i-  i  m 

d'où  l'on  tire  » 


Fb<  Fa 


2°  Si  on  fait,  f'i  ■=.  i"  (Z  —  NJ,  on  aura  aussi //^  — fa  >  o  ,  et  1' 


on 


trouvera,  comme  ci-dessus,  f?  ::=i  F?  — ■ ;  donc,  faisant  successi- 

•  m  -t-  I 

vement  ^  =  ^  et  rr:  b,  l'écjtiaiion  //>  — fa  >  o ,  donnera  Fb  — 


m  ■+■  I 


- —  r  a  H >  o  ;  d  ou  1  on  tire 

m  -t-  I 


Fb>  Fa-\ ■ ^ 


50.  Appliquons  ces  résultats  awx  quantités  P,  Q,  R ,  &c.  du  n.^  ^y. 

Comme  ces  quantités  sont  regardées  comme  des  fonctions  de  ^ ,  nous 
supposerons  d'abord  P  zrz  Fi,  et  par  conséquent  P'  rr:  F'i  -^zf'^x  —  >^l) ,' 
donc  ,  puisqu'on  a  supposé  F'i  m  î"  Z  ,  prenant  m  z=z  o  ,  on  aura  Z  — f 

(x xi).  Supposons  maintenant  rî  =r:  o ,  et /^  z:z:  i  ,  la  condition  de  ia 

fonction  P ,  qui  doit  être  nulle  lorsque  7^-z=.  o  ,  donnera  Fa  zzz.  o  ,  et 
alors  Fb  sera  la  valeur  de  P ,  répondant  à  1  rr:  i . 

Donc,  si  yl/et  A'sont  ia  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  àef'(x — xi) , 
relativement  ï  toutes  les  valeurs  de  1  depuis  1  =r  o  jusqu'à  1  rrr  i  ,  on 
aura  Fb  <  /!/  et  >  N.  Par  conséquent  M  ti  N  seront  les  deux  limites  de 
la  quantité  P ,  en  y  faisant  1  nzz  i. 

Supposons,  en  second  Weu, Q  =  Fi, on  aura  Q'=: F'iz=zif" fx — xiJ; 

donc  ,  faisant  w  rr=  i  ,  on  aura  Z  z=.f"(x x  1).  Soit  pareillement  ar=::.o 

et  /'  rr:  I ,  on  aura  aussi  par  la  condition  de  Ja  fonction  Q ,  qui  doit  être 
nulle  lorsque  1  est  nul ,  Faz:^o  ,  et  alors  Fb  sera  égale  à  la  valeur  de  Q , 
répondant  à  1  ■z::z:  i . 
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Donc,  Si  Ml   et  A*"!    sont  la  plus  grande   et  la  plus  petite   valeur 
de/'7'v  —  xi)  pour  toutes  iei  valeurs  de  i  depuis  iz=z  o  jusqu'à  ^  —  [  , 

on  aura  /'Z'  <  et  > .  De  sorte  que —  et   seront  les 

22  *  2  2 

limites  de  la  valeur  de  Q,  lorsque  ^  y  est  =r:  i. 

Supposons,  en  troisième  lieu,  R  r=:  Fi,  on  aura  R'  ■=:  Pi  rrz  — — 


f"'(x  —  xi)  ;  donc,  faisant  m-=.  1  ,  a-zzzo  ,  h  z=.  i  ,  on  trouvera  de 
la   même  manière  que    si  Ai z   et   Nz   sont  la  plus    grande   et    la  plus 

petite  valeur  de  — f" (-^  —  -^"cA  ^'^  donnant  à  2  toutes  les  valeurs  depuis 

JVl  2  A  2 

zéro  jusqu'à  i'unitc,  on  aura -et' pour  les  limites  de  la  valeur 

3  3 

de  la  quantité  R,  lorsqu'on  y  fait  2=::  i. 

Et  ainsi  de  suite. 

51.  Maintenant  il  est  clair  qu'en  donnant  à  1,  dans  une  fonction 
de  x(  i  —  1) ,  toutes  les  valeurs  depuis  i  z=.  o  jusqu'à  2=:  i ,  les  valeurs 
que  recevra  cette  fonction  seront  les  mêmes  que  celles  que  recevrait  une 
pareille  fonction  de  u ,  en  donnant  successivement  à  u  toutes  les  valeurs 

depuis  u  ZZZ.O   jusqu'à  u  zr:  .v  ;  car    faisant    x(\   1)  zzz  u,    1  z=z  o 

donne  «:m.v,  i  m:  i  donne  «  zir  o  ,  et  les  valeurs  intermédiaires  de  3 
donneront  des  valeurs  de  u  intermédiaires  entre  celles-ci.  D'où  il  est  aisé 
de  conclure  que  les  quantités  y^et  A^seroiu  la  plus  grande  et  la  plus  petite 
valeur  àe  f  u  ,  relativement  à  toutes  les  valeurs  de  u  depuis  //  zzz  o  jusqu'à 
uz=ix;et  que  par  conséquent  toute  valeur  intermédiaire  entre /J/ et  A'^pourra 
être  exprimée  par^^'w,  en  donnant  à  u  une  valeur  intermédiaire  entrée  et.v. 
Donc  la  valeur  de  la  quantité  P  relative  à  i  =r  i  pourra  être  exprimée 
par  f'u,  w  étant  une  quaiuilé  entre  o  et.v.  On  en  conclura  de  même  que 

la  valeur  de  Q  répondant  à  iz=z  1  ,  pourra  être  exprimée  par — J"  u,  en 

donnant  à  u  une  valeur  intermédiaire  entre  o  et  .v; 

Et  pareillement  que  la   valeur  de  R  relative  à  3  ^r:    i    pourra   être 

exprimée  par  f"  u ,  en  prenant  pour  u  une  quantité  entre  o  et  .v. 

2  ■  5 

Et  ainsi  déduite.  52, 
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52.  D'où  résulte  enfin  ce  théorème  nouveau  et  remarquable  par  sa 
simplicité  et  sa  généralité,  qu'en  désignant  par  u  une  quantité  inconnue, 
mais  renfermée  entre  les  limites  o  et  v,  on  peut  développer  successivement 
toute  fonction  de  .v  et  d'autres  quantités  quelconques  suivant  les  puissances 
de  .V,  de  cette  manière 

fs=f.-^-xf'u. 

z=/.  -f-.v/'.-H-^/"//, 

=  /.  H-  .v/' .  -f-  -f /"  .  -H  -i^f"" . 

Sec, 
îes  quantités  y.  ,  f .  ,  f .  ,  Sec,  étant  les  valeurs  de  la  fonction  fx  et  de 
ses  dérivées /"'.v  ,  y^".v  ,  &c. ,  lorsqu'on  y  fait.vi^zo. 

53.  Ainsi,  pour  le  développement  àç  f(i-\—  x)  suivant  les  puissances"^ 
de  X,  on  aura/",  -zzifi,  f .  =/'7,/".  z=^f" i,  «Sec.  où  l'on  remarquera 
que  les  quantités  f'i,  j"  1,  &c.  sont  également  les  fonctions  primes  , 
secondes,  &c.  àe  fi,  ce  qui  est  évident,  car  il  est  visible  que  f  (z~+~ -"^J > 
f"  (Z  -+~  ^)  •  ^^'  so"'^  également  les  fonctions  priines ,  secondes  ,  «Sec. 
<le  fd  -+-  x)  ,  soit  qu'on  les  prenne  relativement  à  .v  ou  relativement  A  3  , 
puisque  l'augmentation  de  3  — f-  x  est  la  même  en  changeant  x  en  .v  —1—  ' 
ou  3  en  ^  -h-  /. 

Prenant  donc^^'j;,  f" Z>  ^'--  po"-""  ^^s  ft)nctions  dérivées  àafi,  on  aura 

f(l^x)—fl-Ar-xf'(l^u). 

=fz  -+--f'z-^  -^fz  -^  -^f"'(z  -i-  -A 

&c. 
où  u  désigne  une  quantité  indéterminée,  mais  renfermée  entre  les  limites  o 
et  A-. 

En  changeant  ^  en  y  et  .v  en  / ,  on  aura  le  développement  de  ffx  -+■  i) 
suivant  les  puissances  de  /;  et  l'on  voit  que  dans  ce  développement  la  série 
infinie,  à  commencer  d'un  terme  quelconque  ,  est  toujours  égale  à  la  valeur 
de  ce  premier  terme,  en  y  mettant  x-{~j  à  la  place  de  .v ,  j  étant  une 

G 
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quantité  entre  o  et  /  ;  que  par  conséquent  la  plus  grande  et  la  plus  petite 
valeur  de  ce  terme,  relativement  à  toutes  les  valeurs  dey  depuis  o  jusqu'à  /, 
seront  les  limites  de  la  valeur  du  reste  de  la  série  continuée  à  l'infini. 

Si  on  fiihfi  ■=^'1   ,  on  aura  le  développement  du  binôme  (i  -f-  x)"^ , 
et   on    en  conclura   que  la    somme   de   tous   les  termes ,    à   commencer 

,,  ,  m  (m  —   \  ) (m  —  ;?  -t-  l  )  _, 

dun    terme    quelconque  • '~  Z         ■^'" f 

r         ,  1.     .  m  (m — \) (m  —  n-\-\)        m  —  nr, 

sera  renfermée  entre  ces  limites   :—  7        x    et 

I  .  2  ....  «  *' 

m  (m  —  \)  ....  (m  —  n -^  \  )      ,  .,„ „    ^  m  /    •  r  i         i 

—  (i  -\-  xj         X  ;  car  il  est  évident  que  la  plus 

grande  et  la  plus  petite  valeur  de  (1  -4-  xj"'~"  seront  f?  — }-  xJ""  ~  ' 

et  z'"-'- 

La  perfection  des  méthodes  d'approximation  dans  lesquelles  on  emploie 
les  séries ,  dépend  non-seulement  de  la  convergence  des  séries,  mais  encore 
de  ce  qu  on  puisse  estimer  l'erreur  qui  résulte  des  termes  qu'on  néglige  » 
et  à  cet  égard  on  peut  dire  que  presque  toutes  les  méthodes  d'approxi- 
îîiation  dont  on  fait  usage  dans  la  solution  des  problèmes  géométriques  et 
mécaniques,  sont  encore  trcs-imparfaites.  Le  théorème  précédent  pourra  servir 
dans  beaucoup  d'occasions  à  donner  à  ces, méthodes  la  perfection  qui  leur 
manque,  et  sans  laquelle  il  est  souvent  dangereux  de  les  employer. 

54.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  considéré  les  fonctions  dérivées  , 
que  comme  pouvant  servir  à  la  formation  des  séries;  mais  ces  fonctions  , 
considérées  en  elles-mêmes,  offrent  un  nouveau  système  d'opérations 
algébriques,  et  fournissent  des  transformations  qui  sont  d'un  usage 
immense  dans  toute  l'analyse. 

Nous  avons  déjà  vu  fn."  jjj,  que  si  on  a  une  écjuation  quelconque 
en  .V  et  y,  ou  simplement  en  .y,  laquelle  doive  avoir  lieu,  quelle  que  soit 
Ja  valeur  de  x,  les  équations  dérivées  qu'on  obtiendra,  en  prenant  les 
fonctions  dérivées  de  chaque  terme  de  la  proposée  ,  auront  lieu  aussi. 
Chacune  de  ces  équations,  et  même  une  combinaison  quelconque  de 
ces  équations,  pourra  donc  tenir  lieu  de  l'équation  primitive;  et  611 
obtiendra  si.uivent  jiar  ce  moyen- des  équations  subsidiaires,  plus  siinples 
ou  plus  faciles  à  résoudre  que  les  équations  principales. 
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Nous  avons  nommé  équations  primes ,  seco/u/es ,  &c. ,  les  c'quations 
Jcrivces  qu'on  obtient  en  prenant  les  fonctions  primes ,  secondes  ,  &.c- 
de  tous  les  termes  de  i'cquation  primitive  donnée;  mais  nous  nommerons 
en  générai  équations  dérivées  du  premier  ordre ,  du  second  ordre  ,  &c.  , 
les  équations  qu'on  pourra  lonner  par  une  combinaison  quelconque  de 
J'équation  primitive  et  de  son  équation  prime ,  ou  de  celle-ci  et  de  l'équation 
seconde,  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  l'équation  primitive  contenante  et  y,  l'équation  dérivée  du  premier 
ordre  contiendra  .v ,  y  ei.y',  l'équation  dérivée  du  second  contiendrai,  y , 
y   et  y"  ;  et  ainsi  du  reste. 

55.  Nous  allons  montrer  par  quelques  exemples  l'usage  des  équations 
dérivées  pour  la  transformation  des  fonctions.  Et  d'abord  nous  remar- 
querons que  par  la  combinaison  d'une  fonction  avec  sa  fonction  prime, 
on  peut  faire  disparaître  un  exposant  quelconque.  En  effet,  soit  l'équa- 
tion j  =  A'"  ,  ^Y  étant  une  fonction  quelconque  de  x,  en  prenant  les 
fonctions  primes  on  aura  (n."  j2)  y'  zzz  mX"  ~  '  X' ;  donc,  divisant  cette 

équation  par  la  précédente,  on  aura  —  zzn  —r-,  savoir  Xy'  -  mX'y  zz  o  , 

équation  dérivée  du  premier  ordre  où  la  puissance  X'"  ne  se  trouve  plus, 
et  qui  dans  cet  état  est  bien  plus  commode  pour  développer  la  valeur  y 
en  série ,  par  la  méthode  usitée  des  coèificiens  indéterminés. 
En  effet,  si  l'on  a,  par  exemple, 

Xz=z  a  — J-  ùx  — J—  c  x'  -+-  dx^  —h-  &c. , 
et  qu'on  suppose 

y==A-{-Bx-H  Cx'  -H  Z).v'  -f-  Sec. , 
on  anra,  en  prenant  les  fonctions  primes,  • 

X'  =z  b  -^-  z  cx  -\-  ^  d  x'  -f-  &:c. , 
/    =B-i-2  Cx  -+-  3  Dx^-  -H  &c.  ; 
donc ,  substituant  et  réunissant  les  termes  affectés  de  la  même  puissance 
de  X ,  on  aura 

aB  —  vi/)A  -4-  [za  C-}-  hB  —  /}if2cA-h-l^Bj]x 

[-,aD-^zbc-\~cB m(yIA^^icB-^b  C)]x' 

6cc,  :::z  o, 

G  a 


a 

me  A  -f-  (m  —  \  )  b  B 


za 
m dA  -i-  (zm  —  i)  c  B  -^  (m  —  z) bC 
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cqiiation  qui  devant  être  identique,  c'est-à-dire  avoir  iicu  quel  que  sou  x ^ 

pour  que  l'expression  supposée  de  y  soit  vraie,  donnera  autant  d'cquatîons- 

particulières  qu'il  y  a  de  différentes  puissances  de  a'  ,  et  on  tirera  de  ces- 

équations 

r,  VlbA 

D  z^ ; 

C=z- 

&c. 
On  aura  ainsi  successivement  tous  les  cocfTiciens  B ,  C ,  D  ,  Sec.  par  des 
formules  dont  la  lui  est  visible,  et  qu'on  pourra  par  conséquent  continuer 
aussi  loin  qu'on  voudra. 

Mais  le  premier  coefficient  A  demeure  indéterminé  ;  il  faut ,  pour  le 
déterminer  ,  recourir  à  l'équation  primitive  y  zzz  X'"  ;  faisant  x  -ziz.  o  ,  ou 
a ,  d'un  côté  ,  Xz:zi  a ,  et  ,  de  l'autre  ,  y  zzz  A  ;  donc  A  zzz  tf. 

5  6.  On  peut  de  même ,  par  les  fonctions  dérivées  ,  faire  disparaître  les 
logarithmes  ,  les  exponentielles  ,  et  les  sinus  et  co-sinus. 

En  effet,   si  y  z=i  l.  X,  on    aura  l'équation    du    premier  ordre  y' X 

X'  r=i  o  ;  s\  y  z=z  c^ ,  on  aura  celle-ci ,  y'  —  X'y  nr  o  ;  mais  pour 

faire    disparaître  les  sinus    ou  co-sinus ,  il  faudra  aller    à    une   équation 
du  second  ordre. 

Soit  donc  j  =:::  sin.  X,  J\^  étant  toujours  une  fonction  quelconque  de  .v, 
en  prenant  les  fonctions  primes  ,  on  aura  ( u."  ^^  )  y'  zziz  X'  cos.  X  .  et, 
prenant  de  nouveau  les  fonctions  primes  , y  :in  ^Y"  cos.  X — A''  sin.  X; 
donc ,  éliminant  de  ces  trois  équations  sin.  X  et  cos,  X ,  on  aura  cette 
équation  dérivée  du  second  ordre, 

X'y"  —  X"y'  -4-  X'-^y  —  o , 
où  il  n'y  a  plus  de  transcendantes  ;  on   trouvera   la  même  équation   en 
f  lisant  y  =z:  cos,  a-. 

Si  donc  on  fiit  ici  pour  A' et  ^  les  mêmes  substitutions  que  ci-dessus 
( "•'  5))  '  ^''  qu'après  avoir  ordonné  les  termes  suivant  le^   puissances 
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Je  X ,  on  égale  à  zéro  la  somme  cfe  tous  ceux  qui  se  trouveront  multi- 
pliés par  la  même  puissance  de  .v,  on  aura  autant  li'équations  particulières 
qui  serviront  à  déterminer  les  coèfîiciens  indéterminés  de  l'expression 
supposée  àe  y  par  les  deux  qui  précèdent.  A  l'égard  des  deux  premiers  ,  ils 
demeureront  indéterminés  ;  mais  il  faudra  les  déterminer  de  manière  que 
l'équation  primitive  et  l'équation  prime  aient  lieu  en  faisant  a-  =z  o.  Or  , 
i'équation^'izzsin,  ,Y' devient  alors  A:z:^s\n.  et ,  et  l'équation  y =:  A''  cos.  X 
devient  B  ziz.  b  cos.  d. 

57.  Non-seulement  l'équation  dérivée  du  second  ordre  que  nous  venons 
de  trouver  ,  peut  servir  à  développer  en  série  la  valeur  de  sin.  Aou  "cos.  X; 
elle  peut  servir  aussi  à  trouver  une  autre  transformation  de  cette  valeur  , 
au  moyen  des  exponentielles. 

Supposons,  en  effet,  y  zr:  £■'  ,  e  clant  le  nomhre  dont  le  logarithme 
hyperbolique  est  l'unité  (n."  2.0) ,  et  K  une  fonction  indéterminée  de  .y, 
en  prenant  les  fonctions  primes  et  secondes  on  aura  y'  zn:  V c""  ,  y"  zzz 
^K'* —h- f^"^' y), et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'équation  dont  il  s'agit, 
on  aura,  après  la  division  par  la  quantité  e^'  qui  en  multiplie  tous  les 
termes , 

X'IV  -4-  V-)  —  X"  V  -H  X"  =z  o. 

J'observe  qu'on  peut  satisfaire  à  cette  équation  on  faisant  K'^nw^', 
m  étant  un  coefficient  constant,  ce  qui  donne  K"  izz:  m X" ;  car  substituant 
ces  valeurs,  l'équation  se  réduit  à  (  i  — f-  m' ) X'^  z=z  o  ;  donc  1  —}-///'  -^z  o 
et  m  =1:  y  —  1 . 

Ainsi  on  aura  V  =  X'  y  —  i  ;  et  de-là,  en  remontant  à  l'équation 
primitive  ,  K  mz  X  y  —  i  — |—  û,  a  étant  une  constante  arbitraire; 
donc  f'^zf-^'^-'  zz^e'xc"'-'  :^  ^4^'^" ',  en  faisant  c^  z=  ^  pour 
plus  de  simplicité. 

Oti  aura  donc  y  z=z  Ae^^~  '  ,  et  comme  le  radical  y  —  1  peut  ctre  pris 
également  en  plus  et  en  moins ,  on  aura  également  y  =z  Be~  *  "  -  '  ,  B  étant 
ime  autre  constante  arbitraire;  en  e(Fet,  il  est  aisé  de  voir  que  chacune  de 
ces  deux  valeurs  satisfait  à  ré(|uation  X'y"  —  X"y'  —\-  A'^  zziz  o  ;  et  on 
voit  aussi  facilement  que  leur  somme  y  satisfait  encore ,  parce  que  les 
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quantités  y  ,  y' ,  y"  n'y  sont  que  sous  la  forme  linéaire.   De  sorte  qu'on 

aura  en  général 

y^zAe''-'-^-  Be- '''-', 
A  et  tétant  de  nouveau  deux  coèfficiens  indéterminés  comme  ci-dessus. 

Voilà  donc  l'expression  de  sin.  x  transformée  en  une  expression  expo- 
nentielle au  moyen  de  l'équation  dérivée  du  second  ordre.  Mais  pour 
que  ces  deux  expressions  soient  absolument  identiques  ,  il  faut  encore 
déterminer  convenablement  les  constantes  ^  et  ^  ,  ce  qui  se  fera  par  la 
comparaison  àç$  valeurs  de  y  et  de  y'  pour  une  valeur  quelconque  de  X. 
Ainsi,  puisque  sin.  X  doit  devenir  nul  lorsque  X  rrr  o  par  la  nature  des 
sinus ,  il  faudra  que  l'on  ait  A  -H  B  zzz  o  ;  de  plus ,  /  étant  :=:;  X'  cos.  X, 
et  l'expression  précédente  de  y  donnant  /  z:^  X'  y  —  i  (Ae'"^~  '  — • 
Be-''-'J,    on    aura    cos.    X  =:z  V  —   i(Ae''-'    —  Br'^-'); 

faisant  X  ^=10  ,  on  sait  que  cos.  Xzzz  i  ;  donc  y — \   (A B)  z=:  i. 

Ces  deux  équations  donnent 


A  = ; et  ^  —  — 


2  / —  I  2  / —  i 

donc ,  enfin  , 


sm 


cos, 


.X=z- 


X— 


z  V  —  t 


expressions  connues,  et  que  nous  avions  déjà  trouvées  par  ime  autre  voie 

58.  Dans  les  exemples  précédens ,  nous  avons  cherché  i'équaîion  dé- 
rivée ,  et  nous  avons  ensuite  déterminé  par  cette  équation  la  valeur  de 
la  fonction  primitive  y.  Cette  dernière  opération  est,  comme  l'on  voit, 
i'inverse  de  celle  par  laquelle  on  descend  de  la  fonction  primitive  aux 
fonctions  dérivées  ;  elle  peut  toujours  s'exécuter  par  le  moyen  à^s  séries , 
en  employant,  comme  nous  l'avons  fait,  une  série  avec  àe%  coèfficiens 
indéterminés ,  et  faisant  des  équations  séparées  des  termes  affectés  de 
chaque  puissance  de  .v.  De  cette  manière,  on  détermine  les  coèfficiens 
\ç$  uns  par  les  autres ,  et  on  a  souvent  l'avantage  d'apercevoir  Ja  loi 
générale  qui  règne  entre  ces  coèfficiens. 
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Mais  on  peut  aussi  trouver  immédiatement  chaque  coefficient  par  la 
Tncthode  des  n."  45  et  suiv.;  car  il  n'y  a  qu'à  chercher  successivement  les 
valeurs  des  fonctions  dérivées,  et  si  on  désigne  par  fy),  (y' ) ,  (y" } ,  &.c.  les 
valeurs  de 7,  y' >  y" >  &c.  lorsque  .v  r=  o ,  on  a  en  général 

;■  r=  (y)  -H  x(y')  -^^  (y)  -f-  &c. 

Cette  formule  a  l'avantage  de  faire  voir  la  raison  pourquoi  il  reste  dc> 
coèfficiens  indéterminés,  comme  nous  l'avons  trouvé  ci-dessus.  En  effet,  si 
on  veut  déterminer  la  valeur  de  y  par  une  équation  dérivée  du  premier  ordre  , 
cette  équation  donnera  la  valeur  de  /'  en  x  et  /  ,  et  de-là  on  trouvera  une 
équation  du  second  ordre  en  j" ,  y' ,  y,  x,  une  équation  du  troisième 
en  y" ,  y  ,  y' ,  y ,  x  ,  et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  qu'en  substituant  successi- 
vement dans  ces  équations  les  valeurs  àe  y' ,  y" ,  &c.  données  par  les 
équations  précédentes  ,  on  aura  en  dernière  analyse  /,  y" ,  y'" ,  &c. 
exprimés  en  x  et  y.  Donc,  faisant  x  z=zo  ,  on  aura  (y'  ) ,  (y"  ) ,  (y'") ,  &c. 
exprimés  en  (y)  qui  demeurera  indéterminé. 

De  mcme  si  on  ne  fait  dépendre  la  détermination  de  y  que  d'une 
équation  dérivée  du  second  ordre  en  x,  y,  y'  et  y" ,  on  en  tirera  successi- 
vement une  équation  tierce  entre  x  ,  y  ,  y' ,  y"  ,  y'"  ,  et  ainsi  de  suite  ;  et 
par  des  substitutions  successives  on  aura  en  dernière  analyse,/' ,  y'" ,  &c. , 
donnés  en  x ,  y ,  y'  ;  de  sorte  qu'en  faisant  .v  z=  o  ,  on  aura  les  valeurs 
^^  (y")  »  (y'"  )  '  (f^  )  '  ^^•>  t-'xprimées  en  fyj  et  fy'J,  ces  deux  quantités 
demeurant  indéterminées  ;  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi ,  lorsqu'on  part  d'une  équation  dérivée  du  premier  ordre ,  il  reste 
une  indéterminée  fyj  ;  lorsqu'on  part  d'une  équation  du  second  ordre,  il 
reste  deux  indéterminées  (y)  et  (y') ,  et  ainsi  de  suite;  et  l'on  voit  que  ces 
indéterminées  sont  constantes,  puisque  ce  sont  les  valeurs  àey ,y' ,y" ,  &c. , 
lorsque  x  r=r  o. 

59-  Quoique  la  conclusion  précédente  soit  fondée  sur  la  théorie  des 
séries,  il  n'est  pas  difficile  de  se  convaincre  qu'elle  doit  avoir  lieu  généra- 
lement, quelle  que  soit  l'expression  de  j,  puisqu'on  peut  toujours  regarder 
une  expression  en  série  comme  le  développement  d'une  expression  finie. 
Mais  comme  c'est  là  une  propriété  caractéristique  des  équations  dérivées 
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entre  deux  variables ,  i!  çst  important  de  l'ciablir  sur  h  nature  même  de 
ces  équations. 

Considérons  donc  en  général  l'équaiion  à  deux  var'idhks  F ('x  , yj  =:o  ,  et 
désignons  simplement  par  F(x,y)'z=:.o  son  équation  prime,  par  F(x.y)"^=i  o 
l'équation  seconde,  et  ainsi  de  suite,  en  regardant  a-  et;'  comme  variables 
à -la -fois.  Soient  a,  /> ,  c,  &c.  des  constantes  quelconques  contenues 
dans  la  fonction  Ffx,  y),  ces  constantes  seront  les  mêmes  dans  les 
fonctions  dérivées;  ainsi  ,  puisque  les  deux  équations  Ffx,  y)  =  o 
et  F(x ,  _>'/=  o  ont  lieu  en  même  temps,  on  pourra  en  éliminer  une 
constante/'/,  et  l'équation  résultante  sera  une  équation  du  premier  ordre 
entre  x,  y  et  y' ,  qui  renfermera  une  constante  de  moins  que  l'équation 
primitive  ,  et  qui  aura  par  conséquent  lieu  en  même  temps  que  celle-ci.  De 
même  les  trois  équations  F(x  ,y)  z=:lo,  F(x  ,  y)'  r=  o  ,  F(x,y)"  r=  o ,  ayant 
lieu  à-la-fois,  on  pourra  en  éliminer  deux  constantes  «7  ,  /;;  et  l'équation 
résultante  sera  une  équation  du  second  ordre  entre  ,v ,  y  >  y'  et  y" ,  qui 
renfermera  deux  constantes  de  moins  que  l'équation  primitive,  et  qui 
aura  lieu  en  même  temps  qu'elle  ;   et  ainsi  de  suite. 

Donc ,  puisque  dans  \t?,  équations  à  deux  variables  une  équation  du 
premier  ordre  peut  renfermer  une  constante  de  moins  que  l'équation 
primitive,  une  équation  du  second  ordre  peut  renfermer  deux  constantes 
de  moins  que  l'équation  primitive,  et  ainsi  de  suite,  il  s'ensuit  récipro- 
quement que  l'équation  primitive  doit  contenir  une  constante  de  plus 
que  l'équation  dérivée  du  premier  ordre,  deux  constantes  de  plus  que 
l'équation  dérivée  du  second  ordre  ,  ci;  ainsi  de  suite ,  constantes  qui 
seront  par  conséquent  arbitraires  ;  et  il  est  visible  en  même  temps 
qu'elles  ne  sauraient  en  contenir  davantage  ,  puisqu'on  ne  pourrait  pas 
les  faire  disparaître  toutes  par  le  moyen  des  équations  dérivées. 

Donc,  si  l'on  n'a  pour  la  détermination  d'une  fonction  qu'une  équation 
du  premier  ordre,  ou  du  second,  ou,  &:c.  l'équation  primitive  prise  dans 
toute  sa  généralité  devra  contenir  wwe:  constante  arbitraire  ,  ou  deux  ,  &;c. 
suivant  l'ordre  de  l'équation  donnée  :  et  on  détermiiiera  ces  constantes 
par  des  valeurs  particulières  données  de  la  fonction  ou  de  ses  dérivées. 

Si  donc  o\\  trouve  d'une  manière  quelconque  \\x\ç  équation  en  .v  et  y  qui 
satisfasse  ;\  une  équation  donnée  d'un  ordre  quelconque,  et  qui  renferme 

autant 
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autant  Je  constantes-  arbitraires  qu'il  y  a  J'uniics  dan.<  l'indict  Je  cet  ordre, 
on  en  conclura  que  cette  équation  sera  l'équation  primitive  de  l'équation 
donnée,  et  pourra,  dans  tous  les  cas,  être  employée  à  la  place  de  celle-ci. 


.1 


60.  Au  lieu  d'éliminer  à  la  fois  les  deiiM  constantes  a  et  ù  des  trois 
équations  F{x  ,  y)  z=z  o  ,  F(k  ,  yj'  =^  o  ,  Pfx  ^'y)"  ==  o  ,  on  peut 
n'éliminer  d'abord  que  la  constante  b  ou  a  des  deux  premières  ;  on  aura 
ainsi  deux  équations  du  premier  ordre,  dont  l'une  ne  renfermera  que  la 
constantes,  et  l'autre  la  constante  b.  Si  maintenant  on  élimine  de  chacune 
de  ces  équations  la  constante  a  ou  b  par  le  moyen 'de  son' équation  prime, 
on  aura  deux  équations  du  second  ordre  sans  a  ni  b  ,  qui  devront  comciuer 
avec  l'équation  résultant  de  l'élimination  simultanée  de  ces  constaïucs  j 
par  le  moyen  des  trois  équations  F(x,  y)  zr=  o,  l'  (x,-y)'  m  o, 
F(x,  y)"  -zzz  o  ,  parce  que  la  valeur  de  v"  que  ces  équations  Aw  second 
ordre  donneront,  et  qui  sera  exprimée  en  x,y,  et  /  sans  a  ni  Z- ,  ntf 
peut  qu'être  la  même ,  de  quelque  manière  qu'elle  ioit  déduite  de 
l'équation  primitive. 

D'où  l'on  peut  conclure  qu'une  équatioiT  du  second  ordre  peut  être 
dérivée  de  deux  équations  différentes  du  premier  ordre ,  renfermant 
chacune  une  constante  arbitraire  de  plus.  .    ,         ^ 

Et  l'on  prouvera  de  la  même  manièrp,qu'ime  équation  du  troifièn^.e 
ordre  pourra  être  dérivée  de  trois  écpiations  différentes  du  second  ordre, 
renfermant  chacune  une  constame  arbitraire;  et  ainsi  de  suiie. 

En  même  temps  on  voit  que  si  pour  une  équation  donnée  du  second 
ordre,  on  en  trouve  deux  du  premier  ordre  qui  satisfassent  chacune  à 
cette  écjuation,  et  qui  renferment  chacune  une  constante  arbitraire  n  ou  h, 
on  en  pourra  déduire  immédiatement  l'cquaiion  primitive;  car  il  suliu-?. 
de  chasser  de  ces  équations  la  quantité  y  ,  cl  l'on  aura  une  équation  en  r 
ei y ,  avec  deux  constantes  arbitraires  a  et  b.  rij.  ,,;.  .  -.    ,  1     .'     ',     ...  • 

Il  en  sera  de  même  pour  les  équations  du  troisième  ordre;  car,  si  on 
trouve  trois  équations  du  second  ordre  quî  satisfassent  chacune  à  \\n^ 
même  équation  du  troisième  ordre  ,  et  qui  aient  en  même  temps  les 
constantes  arbitraires  s  ,  b  ,  c,  on  aura^  en  éliminant/  et/'  ,  une  équatiou 

li 
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en  X ,  y  et  (1 ,   h ,  c ,   qui   sera   par  conséquent  l'cquatlon   primitive   de 
l'équation  donnée;  et  ainsi  de  suite. 

61.  Mais  si  pour  ime  équation  du  second  ordre  on  en  trouve  deux  du 
premier  ordre  qui  y  satisfassent,  et  dont  une  seule  renferme  une  constante 
arbitraire,  alors  en  éliminant  y'  on  aura  inie  équation  en  s  et  y  ,  qui  ne 
renfermer^  qu'une  constante  arbitraire ,  et  qui  ne  sera  pas  l'équation  pri- 
mitive complète  delà  proposée  du  second  ordre;  mais  cette  équation  satis- 
fera également  aux  deux  du  premier  ordre,  puisqu'elle  satisfait  à  celle  du 
second  ordjre,  qui  est  également  dérivée  de  ces  deux-ci;  donc  elle  pourra 
être  regardée  comme  l'équation  primitive  complète  de  l'équation  du  pre- 
mier ordre  qui  ne  renferme  point  de  constante  arbitraire.  D'où  je  conclus 
qu'étant  proposée  une  équation  du  premier  ordre  en  .v,  y  et  y' ,  si  on  en 
déduit  d'une  manière  quelconque  une  équation  du  second  ,  soit  en  éliminant 
une  constante  ou  non,  et  qu^ensuite  on  trouve  une  autre  équation  primi- 
tive du  premier  ordre  avec  une  constante  arbitraire  <-/ ,  on  aura  par  l'éli- 
jnination  àe  y'  entre  celle-ci  et  la  proposée,  une  équation  en  .v  ei  y  qui 
contiendra  la  constante  arbitraire  a ,  et  qui  sera  par  conséquent  l'équation 
primitive  complète  de  la  proposée. 

On  prouvera  de  la  nu'me  manière  que  si  de  la  proposée  du  premier 
ordre  on  déduit  une  équation  du  troisième  ordre,  et  qu'ensuite  on  trouve 
pour  celle-ci  une  équation  primitive  du  second  avec  une  constante  arbi- 
traire,  dans  laquelle  la  proposée  ne  soit  pas  renfermée,  il  n'y  aura  qu'à 
climiner  les  y"  et  y'  au  moyen  de  la  proposée,  et  l'on  aura  une  équation  en 
,v  et  ;'  qui  renfei'mera  une  constante  arbitraire,  et  qui  sera  par  conséquent 
i'équation  primitive  complète  de  la  proposée;  et  ain.vi  île  suite. 

On  peut  appliquer  le  même  raisonnement  aux  équations  des  ordres 
supérieurs  au  premier  ,  et  en  tirer  des  conclusions  semblables. 

62.  Ainsi,  si  une  éc]uation  du  premier  ordre  en  .v,  vct  v'  étant  donnée, 
on  peut,  par  des  opérations  quelconques,  la  ramener  à  la  lorme^^A,  Vy'r=:o  , 
où  Jfx,  yj'  désigne  la  fonctioji  prime  d'iuie  fonction  de  x,y.  marquée 
par_/"(^.v,  V/) ,  on  aura  sur-le-champ  l'équation  piimitivt'/(.v  ^  _)'y' r^:  </,  dans 
laquelle  a  sera  lu  constante  arbitraire. 
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Par  exemple  ,  l'équation  y'  ■=.  o  donne  5iir- le- champ  ;'  1=.  a  ;  l'équa- 
tion .v/  — /  z=z  o  étant  divisée  par  .v\  se  réduit  à  (  —  /  ;=:  o  :  j'entends 

par /' -^^  /  la  fonction  prime  de  la  quantité renfermée  entre  les  deux 

crochets  ;  d'où  l'on  tire m  a,  ou  bien  ,  en  divisant  la  même  équation 

par  xy ,  elle  devient —   m:  o,    dans  laquelle  les  variables  .v,  y 

ne  sont  plus  mêlées  ;  prenant  donc  la  fonction  prime  de  chaque  terme  , 
on  aura  ly  Ix  z=  la ,  la  caractéristique  /  indiquant  les  logarithmes 

hyperboliques;  d'où  l'on  tire "^^^  a ,  comme  plus  haut. 

En  général,  si  on  peut  réduire  l'équation  à  la  forme  fx  -\- y'  Fy  •=.  o , 
où  les  variables  sont  séparées  ,  il  n'y  aura  qu'à  prendre  les  fonctions  primi- 
tives de  fx  et  de/  Fy ,  et  faire  la  somme  égale  à  une  constante  arbitraire  a  ; 
et  la  même  chose  aura  lieu  si  on  peut  ramener  la  proposée  à  cette  forme 
par  une  substitution  quelconque. 

Soit,  par   exemple,  une  équation  de  la   forme  /  = /(^ )  ;   je 

fais  —  zrr  u ;  donc  v  rr:  xn,  y'  •=.  xu  -+-  u ;  et  l'équation  devient  par  ces 
substitutions  xu'  -+-  a  zzzf.u,  laquelle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

u 
-\ TT —-  °'  *^P''   est  comprise  dans  la  précédente. 

Si  on  avait  l'équation  y  =r  xf.  y' ,  au  lieu  de  la  réduire  à  la  forme 
précédente,  j'en  prendrais  les  fonctions  primes,  ce  qui  me  donnerait 

équation  réductible  à  la  forme  -\-      ^       z=  o  ,   et  qui ,   en 

•*■  fy  —  y  ' 

faisant  y'  z=.  u ,  rentre  encore  dans  le  cas  précédent.  Ayant  trouve  ainsi 
une  équation  primitive  entre  .y  et  u  avec  une  constante  arbitraire  ,  c'est- 
à-dire  entre  x  et/,  on  chassera  y'  par  le  moyen  de  la  proposée,  et  l'on 
aura  ime  équation  entre  .v  et  y  avec  la  constante  arbitraire  ,  laquelle 
sera  par  conséquent  l'équation  primitive  complète  de  la  proposée.  Cette 

*   H2 
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dernière  mcthocle  est ,  comme  l'on  voit ,  une  application  Je  la  ihcorle 
du  numéro  précédent. 

6^3.  De  cette  manière  on  ramène,  comme  l'on  voit,  ia  recherche  ^q% 

fonctions  primitives   de  deux  variables  ,  à  celle   des  fonctions  primitives 

d'une  seule  variable  ;  mais  comme  on  n'y  parvient  ordinairement  qu'en 

employant  pour  .v  et  y  d'autres  variables  ,  comme  /  et  a,  c'est-à-dire  en 

substituant  pour  x  et  j  des  fonctions  données  de  /  et  a ,  il  faut  observer, 

à  l'égard  de  ces  substitutions  ,  que  n  devenant  fonction  de  t ,  x  et  y  devront 

être  aussi  regardés  comme  fonctions  de  t.  Donc  ,  ayant  supposé^  z::^fx, 

on  aura  ,  en  regardant  maintenant  .v  et_y  comme  fonctions  de  t,y'  zzz  x'f'x 

(  n.°  j  i  )  ;  mais  lorsqu'on  regarde  y  simplement  comme  fonction  de  x ,  on 

ay'  z^zf  X  ,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici  :  donc  ,  pour  passer  de  cette 

hvpothèse  à  celle  où  .v  et  y  sont  fonctions  de  /  ,   il  faut  mettre  à  la  place 

y 
de  y  la  quantité  — — . 


Ainsi ,  ayant  l'équation  y'  z:=.  F  (x ,  y  ) ,  on  commencera  par  la  trans- 

formepen  ■~-^=-  F  (x ,  y  ) ,  on  y'  z=z  x'  F  (x ,  y  )  ,  ensuite  on  substituera 

pour  X ,  y ,  x' ,  y'  leurs  valeurs  en  t,  u  et  a' ,  où  u   sera  la  fonction  prime 
de  u  regardé  comme  fonction  de  t. 

De  même ,   puisque  /'  est  la    fonction  prime  de  y' ,  regardé  comme 

fonction    de   x  ,  il   faudra  substituer  pour  y    la  quantité     — —  ,    c  est-a- 

f       y             y  ^  •    •    I       • 

dire  — — • — ^ — ;  et  ainsi  de  suite. 

Donc  ,  si  dans  une  équation,  au  lieu  de  regarder;»  comme  fonction  de  a-, 
on  voulait  réciproquement  regarder  .v  comme  fonction  de;',  alors  la  fonciion 

prime  de  ;'  deviendrait  l'unité,  et  l'on  y  substituerait  simplement — 7- 

II 

pour  y', -rj  pour/'/  et  ainsi  de  suite.  Voyci  plus  bas  le  n."  200. 

64.   Quant  ;i  la  )nanière  de  trouver  les  fonctions  primitives  des  fonctions 
d'une  seule  variable ,  comme  de  Fx  ou  de  )''  Fy ,  on  sait  que  si  /  x  est 
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une  foncdoii  rationnelle  de  .v,  on  peut  tonjours  la  Jccomposer  en  difrcrens 
termes  de  la  forme  .v'"  ou r^TTr  »  "'  ^"''i"*  ^"^  nombre  entier  poMut  , 

et  rf  H—  /'.v  un  facteur  du  dénominateur  de  la  fonciitMi  ,    s'il  en  a   un. 
Ainsi  la  fonction  primitive  de  Fx  sera  composée  d'autant  de  termes  de  la 

forme ■ —  ,  et  — — '■ — - —  ,  ou  /.v  et si  /;/  m  i  ;  et  il 

m  -H  I  ù  (  ï  —  mj  t) 

en  sera  de  inême  de  la  fonction  primitive  de  y'  F  y  (  n."  J^J- 

Si  Fx  contient  des  quantités  irrationnelles  ,  on  les  fera  disparaître  par 
des  substitutions,  ce  qui  n'est  possible  en  général  par  les  mcthfxles  connues 
que  pour  ks  radicaux  de  la  forme  y  fa -i-ù x-^-c x'J .  Quand  il  y  a  dans  Fx 
des  radicaux  plus  compliqués,  ou  même  quand  il  y  a  plus  d'un  radical  de 
cette  forme,  la  recherche  de  la  fonction  primitive  devient  impossible  en 
générai  par  les  méthodes  connues;  et  on  ne  peut  l'obtenir  que  par  le  moyen 
des  séries  ,  soit  en  faisant  disparaître  les  radicaux  par  leur  résolution  en 
série,  soit  en  employant  la  méthode  générale  pour  le  développement  eu 
série  de  toute  fonction  de  .v  (ti."  ^^).  Pour  cela  ,  on  supposera  y'.v  r=  Fx  ; 
de-ià  on  aura/' .V  r=  F' x ,f"' x  z=z.  r  " x ,  Sic.  Donc  la  valeur  dey.v,  ionction 
primitive  de /'.v,  sera  représentée  ainsi ,  '■'    :      .-  :i      • 

fx=:zf.-^xF.-^-Ç-F'.-^-^F",3^c.,         ■     ' 

les  quantités  f.,F.,F'.,  Sec.  étant  les  valeurs   de  fx ,  Fx  ,  F'  x.  &c. 
lorsque  Airr  o  ,  où  l'on  voit  que  /.  stra  une  constante  indcterminée. 

65.  Si,  pour  une  équation  proposée  d'un  orc're  quelconque,  ou 
parvient  à  trouver  une  équation  d'un  ordre  inférieur  qui  ne  renferme 
point  de  constantes  arbitraires ,  ou  cjui  n'en  renferme  pas  autant  qu'il 
peut  y  en  avoir,  alors  cette  équation  ne  pourra  pas  ctre  regardée  comme 
une  équation  primitive  complète ,  mais  elle  ne  sera  qu'un  cas  particulier 
de  cette  équatiofl ,  dans  lequel  on  aurait  tlonné  aux  constantes  arbitraires 
des  valeurs  particulières. 

Mais  il  y  a  un  cas  très-étendu  ,  dans  lequel  il  suffit  d'avoir  plusieurs 
valeurs  particulières  dejen  .v  pour  pouvoir  en  obtenir  la  valeur  complète  ; 
c'est  celui  où  l'équation  d'un  ordre  quelconcjue  ne  renferme  les  y,  y'  ,y", 
&c.  que  sous  ia  forme  linéaire. 


62  THÉORIE 

Soit,  en  effet,  proposée  l'équation 

Ay  -H  By   -4-  Cy"  -4-  D y'"  -+-  &c.  =  0  , 
dans   laquelle  A.  B,   C,  &c.   soient   des   fonctions   données   de  .y   seul. 
Soient  y; ,  q  ,  r ,  &c.  des  fonctions  différentes  de  .v,  qui,  étant  substituées 
pour  j,  satisfassent  chacune  en  particulier  à  cette  équation,  je  dis  que  l'on 
aura  en  général 

y -^z  ap -\-hq -\- cr -\- ^c.^ 

n,  h,  c,  Sec.  étant  des  constantes  arbitraires;  ce  qui  est  évident;  car  cette 
expression  de  y  étant  substituée  dans  la  même  équation  ,  y  satisfera  indé- 
pendamment de  ces  constantes.  D'où  il  suit  que  si  le  nombre  des  valeurs 
particulières/?,  q,  r,  &c,  est  égal  à  celui  de  l'ordre  de  l'équation  pro- 
posée, c'est-à-dire  à  l'indice  de  la  fonction  dérivée  ^'"*"'  la  plus  élevée,  on 
aura  l'expression  complète  de_y.  L'analyse  du  n."  57,  fournit  un  exemple 
de  cette  méthode, 

Mais  il  y  a  plus  ;  on  peut  alors  trouver  aussi  la  valeur  complète  de  y , 
qui  satisfera  à  l'équatiou 

Ay-{-B/-i-Cy"~\-&ic.:^X, 

X  étant  aussi  une  fonction  quelconque  de  .v. 

Comme  cette  méthode  est  une  des  plus  utiles  dans  ce  genre  d'analyse^ 
je  crois  devoir  l'exposer  ici  en  peu  de  mots. 

G6.  Supposons  que  l'équation  proposée  soit  du  troisième  ordre,  on 
verra  aisément  que  la  méthode  est  générale  pour  un  ordre  quelconque, 
Soit  donc  l'équation 

Ay^By'-\-Cf-^y"'^X, 
et  soient;?,  q ,  r  trois  valeurs  différentes  et  particulières  de  ^  en  .v ,  qui 
satisfassent  à  l'équation  Ay  -\-  By'  -f-  Cy"  -i-y'"  r=:  o  ;  en  sorte  que  l'on 
ait  A})  -+-  Bj)'  -t-  Cp"  -+-  p'"  =1:  o  ,  Aq  -+-  B//  -f-  C<j"  -4-  q"  :=:  o 
et  Ar'^Br'  -h-  Cr"  -+-  r'"  =  0. 

Supposons^  z=^  ^p  -H  bq  -f-  cr ,  et  regardons  n,  b ,  c  comme  trois 
fonctions  inconnues   de  .v  qu'il   s'agira   de   déterminer  ;    en    prenant    les 
fonctions  primes,  secondes  et  tierces  de  j ,  on  aura  d'abord 
y  zzz  ap'  -\-hq'  -\-  cr'  -+-pa'  -+-qb'  -\~  rc'. 
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3e  suyfose p il' -i/^ b' ~i- rc  z=iO  ,  j'aurai  iinipiemenij':::^:^//;'— H-^<^'H— rr'. 
De-I.î,  en  prenant  de  nouveau  les  loncllonî  primes,  j'aurai 

y   z=z  ap   — I—  //y   — t—  cr    H—  <î  y>  -+-  0  q  H—  c  /•  ; 
je  suppose  derechef  <'/;/ -H /-'«^'-f-i'/'zrro  ,  j'aurai  simplenienl/'z^^iy/'-t- 
hq  -^ cr" ;  d'où  je  tire,  en  prenant  encore  les  fonctions  primes, 

y    :zrzap     -\- bq     -+-cr    —{- û  p    -\- 0  q   —J— f  /  . 
Je  substitue  maintenant  ces  valeurs  de  y,  y' ,  y"  ai  y"'  dans  l'équation  pro- 
posée; il  (isi  visible  que  par  la  nature  des  quantités  p,  q  ,  r,   les   termes 
qui  contiendront  a ,  ù ,  c  se  détruiront,  et  il  ne  restera  que  l'équation 

f     I'        ,         Il      "        ,  I     II    V 

a  p    -\-  b  q    -\-  c  r    z=z  X, 
qui  étant  combinée  avec  les  deux  équations  supposées 

n  p    —H   b  q    —H-    c  r    zzr    o  , 

a'p'  H-   h'q    -H  c'y'   =  o, 
servira  à  déterminer  les  trois  quantités  a' ,  h' ,  c' ,  les  quantités  p  ,  q ,  ;•  et 
leurs  fonctions  primes  et  secondes  étant  connues,. ainsi  que  la  quaiuité  X.. 

Supposons  donc  qu'on  ait  trouvé  a  ■=.  P ,  h'  ^z:Q,  c'  =zz  R ,  ces  quan- 
tités P,  Q,  R  étant  des  fonctions  connues  de  .v ,  il  n'y  aura  qu'à  les 
regarder  comme  des  fonctions  primes  ei  en  chercher  les  fonctions  primi- 
tives, qui  contiendront  chacune  une  constante  arbitraire  qui  pourra  lui  être 
ajoutée.  On  aura  ainsi  les  valeurs  des  inconnues  a ,  h,  c ,  qu'on  substituera 
ensuite  dans  l'expression  de/. 

67.  Lorsque  l'équation  n'est  que  du  premier  ordre,  on  n'a  besoin  que 
d'une  valeur  /> ,  et  on  peut  toujours  la  trouver  ;  car  on  a  alors  l'équa-x 
tion  Ap  -\—p'  =  o  ,  à  laquelle  sati.^fait  cette  valeur  p  z:z:  e~  ^' ,  Ai  étant 
la  fonction  primitive  de  A ,  de  manière  que  M'  z^i  A,  tt  e  dénotant  tou- 
jours le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité  ;  en  effet,  on 
aura,  en  prenant  les  fonctions  primes, 

p'  —  —  Are~"'z= A  p. 

Pour  les  équations  d'un  ordre  supérieur  au  premier  ,  il  n'y  a  pas  de 
méthode  générale  pour  trouver  les  valeurs  de  ^ ,  q ,  &c.  à  moins  que  les 
coèfîiciens  A,  B,  C  &:c.  ne  soient  constans.  Mnis,  dans  ce  cas,  il  est 
aisé  de  les   trouver;   car  il   n'y  a  qu'à  supposer/;  :;;:::  e"" ,  m  étant  une 
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constante  îndélermîncc  ,  on  aura  p'  z=i  me"',  p"  =  m'' e"' ,  Stc,  ;  Jonc 
l'équation 

Ap  H-  Bp'  H-  Cp"  H-  Dp'"  H-  &:c.  =  o 
-<îevienclra 

A ->r- B m -^  C m' ~\- D m' -\- &ic.  ■=.  0  ,  ■ 
iaqiieile  sera,  généralement  parlant,  d'un  degré  égal  à  l'ordre  de  l'équation 
proposée.  Elle  aura  donc  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  ce 
degré;  et  si  on  désigne  ces  racines  par  m,  n,  Sec.  on  aura /)  zzi  ^ '' , 
q  rzr  £■"',  &c.  ;  de  sorte  que  dans  ce  cas  la  dithcuhc  est  réduite  à  la  réso- 
tion  des  équations. 

68.  On  peut  souvent  rendre  linéaires  des  équations  qui  ne  le  sont  pas, 
par  le  moyen  des  substitutions  ;  et  comme  cette  transformation  est  toujours 
avantageuse,  voici  deux  cas  très-étendus  où  elle  réujsii  : 

Le  premier  est  celui  de  l'équation  v  ::zz:  >:j)^  H—  /)'' ,  qui  est  plus  générale 
que  celle  que  nous  avons  traitée  ci-dessus  (n."  62.  ).  J'en  prentls  d'abord 
les  fonctions  primes ,  j'ai 

je  fais/  z=i  ^,  et  par  conséquent/  =  ^',  j'ai 

tquation  du  premier  ordre  en  .v  et  3 ,  où  ^  est  censé  fonction  de  .v. 

Maintenant  je  rerarde  .v  comme  une  fonction  de  7;  ij  faudra  mettre — 7- 

;         o  .V 

ji  la  place  de  ^'  (nS"  6 ^) ,  et  il  viendra  l'équation 

qui  est ,  comme  l'on  voit ,  du  premier  ordre  et  linéaire  en  .v.  On  pourra 
donc ,  par  la  méthode  précédente  ,  en  trouver  l'équation  primitive  en  x 
et  i;  mais  la  proposée  par  la  substitution  de  /,  au  lieu  de  i',  devient 
V  ::=zxfi-k- F?;  éliminant  donc  1  de  ces  deux  équations,  on  aura  une 
équation  en  .v  et  v,  qui  sera  l'équation  primitive  de  l'équation  proposée. 
Le  second  cas  est  celui  de  l'équation/  -!-  My'  -\-  A'zur  o  ,  AI  et  JV 

étant  des  fonctions  de  v.   Ici  je  lais  v  rr=  — j"— - ,  ce  qui  doni^e  y'  =     ^"^^  ■ 

,rr-r-—^ — ;   subslituain  ces  valeurs  et  muiiinliant   par  AI-, 

Ai-:  AVi  11.^ 

l'équalion 
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l'équation  devient 

qui  est,  comme  l'on  voit,  du  second  ordre,  mais  linéaire  par  rapport  à  j. 

Supposons  qu'on  ait  trouvé   d'une  manière  quelconque  deux   valeurs 
particulières  de  y  en  .v,  c'est-à-dire  sans  constante  arbitraire,  ([ue  nous 

/ 

7 

dénoterons  par/;  et  tj.  Pour  la  valeur  p  on  aura—.—  :z=  p  ,  d'où    l'on 

tire  iz=Le''  ,  en  dénotant  par  P  la  fonction  primitive  de  pM;  on  aura  de 
même  pour  la  valeur  ^/ ,  i^zz  e'^ ,  Q  étant  la  fonction  primitive  de  çM. 
Ayant  ainsi  deux  valeurs  particulières  de  i,  on  aura  la  valeur  complète 
f/i.°  (fjJiznz  ae''  -H  ùe'^  ,û  ti  ù  étant  deux  constantes  arbitraires  ;  ctonc  , 

puisque  7  = — - — et  que  P'  z=zpA/,  Q  =  r/M.  on  aura  cette  valeur 
complète  de ^'.j  rz:   — . ,  c  est-a-dire  en  laisant  - 


ae 


bc'i  '  a 


c  qe 


Q-P 


X 


V  zzz  —- ,  où  c  est  la  constaïue  arbitraire. 

Par  exemple,  si  TV  zr:  —  in  AI,  m  étant  une  constante  ,   il  est  aisé  de 
voir  que  l'on  satisfera  à  la  proposée  en  y ,  en  faisant  y  ;rr  V  m  ;  donc,  à 

cause  de  l'ambiguïté   du    radical,  on    aura  p  z:r.   ]/ w  ,   </  zr:  y  m  ; 

donc  ,   nommant  L  la  lonciion  primitive  de  AI,  on  aura  P  rz:  L  V  m, 
Q-^=. — •  L  y  ru,  et  la  valeur  complète  de  y  sera 

^  I  -t-  c  c~  "  '  '  '"  ,     '  ■ 

Au  reste,  dans  ce  cas,  l'équation  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme 

1—  AI  =  0  ,  où  les  variables  .v  et  y  sont  séparées  ,   et  dont  on    ' 


y   —  m 

peut  trouver  l'équation  primitive  ,  connue  nous  l'avons  montré  plus  haut 

^  [  ,  ■    '7. 

6p.  Lorsque  l'équation  proposée  n'est  pas  linéaire  en  y,  y' ,  y" ,  &c.  , 
ou  qu'elle  n'est  pas  comprise  sous  la  forme  précédente ,  je  ne  connais 
aucune  méthode  générale  pour  compléter  les  valeurs  particidièrcs  de  y 
qu'on  aurait  trouvées;  mais  on  y  peut  toujours  parvenir  par  le  moyen 
des  séries.  ...  ..  »-• >  'ij-  .-..,--  ■ 
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Supposons  en  effet  que  pour  une  cquation  du  premier  ordre  en  x ,  y 
ety,ia  valeur  complète  de  j  soit  ffx,  n)  ,  n  étant  la  constante  arbitraire. 
En  donnant  à  a  une  valeui-  particulière  // ,  la  quantité  f(x,  o)  deviendra 
une  valeur  particulière  dej,  que  nous  nommerons  y;,  et  que  nous  suppo- 
serons connue  d'une  manière  quelconque.  Faisons  maintenant  ti:z=zh  -\—  i, 
et  développons  la  toncùon  ff  x ,  h  -\—iJ  en  série  ascendante  suivant  les 
puissances  de  i,  le  premier  terme  sera  f{x,  /ij  =:/>  ,  et  les  autres  termes 
seront  de  la  (orme  fji—\-ii'  H—  Sec,  tj ,  r ,  &c.  étant  des  fonctions  de  .v. 
Si  on  substitue  cette  expression  de  y  dans  l'équation  donnée  du  premier 
ordre,  il  faudra  qu'elle  se  vérifie,  indépendamment  de  la  constante  /  qui 
doit  demeurer  arbitraire. 

Soit  donc  y'  zzz:  Ffx ,  y )  l'équation  du  premier  ordre,  à  laquelle  satisfait 
la  valeur  particulière  jz=/;,  on-aura,  d'après  cette  condition,  y/ nz /-^.v,  y»^. 

Substituons  pour^  la  série^  H—  i(]  -\-  f'r  -\-  Sic. ,  et  dés'eioppons  aussi 
ia  fonction  F(x ,  y)  en  série  suivant  les  puissances  de  ;',  si  on  dénoté  sim- 
plement par  h' (y)  ,  F"  (s)  ,  &c.  les  fonctions  primes,  secondes,  &C. 
de  F(x,  y)  prises  relativeinent  à  _>•  seul,  et  qu'on  lasse,  pour  abréger, 
0  z:r /^/ — H /'/•  — H  &c. ,  on  aura,  par  la  théorie  exposée  plus  haut,  sur  le 
développement  des  fonctions , 

F(x  ,  y)  —  F(x,  pj  -t-  0  F'  (p)  H-  -^  F"  (p)  -H  &c. 

D'un  autre  côté  on  aura,  en  prenant  les  fonctions  primes,  y'  := /''  -^<]''i 
__l_  /'/'  _4_  iNc.  ;  donc,  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  du  premier 
ordre,  et  ordonnant  les  termes  suivant  les  puissances  de  /',  on  aura,  ;i  cause 

Aep'z=zF(x,p)  ,  i,/-^  -r  r'  -\-&^c.  =  irj  F'  (p)  -^  i'[rF'  (p)  ^    ^~ 

F"  (pJ]  -H&e.  ;  d'où  l'on  tire,  par  la  comparaison  Aes  termes  affectés 
des  mêmes  puissances  de  /',  les  équations  suivantes 

./  =  ,,  F'  (p)  ,  r'  =  r  F'  (p)  H-  ^-  F"  (pJ, ,  &c. , 

qui  serviront  à  déterminer  successivement  toutes  les  inconnues  <■/ ,  r,  &c. 

Connue  les  quantités  F'  (p) ,  F"  (p)  &c.  sont  des  fonctions  donnée5 
de  .V,  il  est  visible  qu'on  n'aura  pour  ces  inconnues  que  des  équations 
linéaires  du  premier  ordre,  susceptibles  de  la  méthode  du  n.^  67  ;il  ne  sera 


DES    FON' ETIONS    AKÂtYTiaUE<;.  Gj 

pas  mcme  nécessaire  d'avoir  les  valeurs  complètes  de  q  ,  r,  &c.,  îi  sufllra 
d'avoir  à^i  valeurs  quelconques  qui  saiisfassent  à  ces  équations  de  conuiiion. 

Ayant  ainsi  déterminé  les  valeurs  des  quantités  <[ ,  r ,  s  ,  &:c.  on  aura 
cette  valeur  complète  àay.y  z=.  p  —f-  itj  -I—  /"/— H  &c.,  dans  laquelle  /  seia 
la  constante  arbitraire  qui  manquait  à  la  valeur  particulière  v  =/'.  Cette 
valeur  sera  à  la  vérité  expriniée  par  une  série  ,  mais  la  convergence  de 
cette  série  ne  dépendra  que  de  la  valeur  de  la  constante  /'.     .    .,        •'  ■:,  p  ■ 

Cette  méthode  est  aussi  applicable ,  avec  l'extension  convenable ,  aux 
équations  des  ordres  supérieurs  au  premier;  mais  les  équations  qu'on 
trouvera  pour  la  détermination  des  fonctions  inconnues,  seront  du  même 
prdre ,  et  par  conséquent  on  ne  pourra  trouver  en  général  les  valeurs  de  ces 
fonctions  que  dans  le  cas  où  les  coèfîiciens  seront  constans. 

Au  reste ,  cette  méthode  est  le  fondement  des  solutions  des  principaux 
problèmes  de  la  théorie  des  planètes.  Comme  les  excentricités  et  les  incli- 
naisons,  qu'on  doit  regarder  comme  àes  constantes  arbitraires,  sont  fort 
petites,  et  que  l'effet  Aes  attractions  est  aussi  très-petit,  le  cercle  fournit 
d'abord  des  valeurs  particulières  ,  et  on  coifiplète  ensuite  ces  valeurs  par  des 
séries  qui  procèdent  suivant  les  puissances  de  ces  constantes  très-petites. 
Voyei  sur-tout  la  Théorie  de  la  Lune  «-/Euler. 

70.  Nous  avons  supposé  que  la  fonction  F(x,  y)  pouvait  toujours, 
par  la  substitution  de  p  -\-  qi  H-  ri'  -+-  &:c.  à  la  place  de  j)-,  se  développer 
en  une  série  ascendante  suivant  les  puissances  entières  de  /;  mais  comme 
cette  série  résulte  du  développement  d'une  fonction  dej  — h-o,  en  donnant 
A  y  une  valeur  particulière /?,  il  s'ensuit  de  la  théorie  que  nous  avons  donnée 
pi-dessus  (n."  ^0 )  ,  que  ce  développement  pourrait'contenir  des  puissances 
fraciionnaires  ou  négatives  de  0  ,  auquel  cas  la  série  dont  il  s'agit ,  con- 
tiendrait nécessairement  de  pareilles  puissances  de  /.  Alors  la  série  qui  doit 
représenter  la  valein-  de  y  pourra  ne  plus  avoir  la  mcmc  forme;  mais 
comme  y  -=^f{x  ,  a) ,  et  qu'on  suppose  a  z=  h  -\-  t ,  et  y>  ^z  j(x  ,  h)  ,  le 
premier  terme  sera  toujours  /; ,  et  le  6econd  pourra  encore  être  supposé 
de  la  forme  qi;  car  s'il  était  de  la  forme  qi",  ti  étant  un  exposant  quel- 
conque, il  n'y  aurait  qu'à  substituer  /"à  la  place  de  /,  et  supposer  que  a 

J   z 
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1 

devienne  //  — f-  /~,  ce  qui  est  iiidifFcrent ,  puisqu'on  regarde  ;  comme  une 
constante  arbitraire  ;  mais  les  termes  siiivans  pourront  être  de  la  forme 
r;'"  —h-  si"  — t—  &c. ,  où  m  devra  être  >  i  ,  ti  >  m ,  &c.  par  l'hypothèse. 

Substituant  donc  dans  F(x,y)  pour_y  la  série /;-+- <//—!— /■/''—f-ji'—f-&c., 
et  développant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  /,  on  aura  une  série 
de  cette  forme  F(x ,  p)  -+-  Pi"'  -|—  Qi  — t-  &c. ,  u.  étant  diHérent  de 
l'unité,  i>  u.  Sec,  et  P ,  Q  étant  des  fonctions  données  de  v.  Donc 
l'équation  ^'' :r=/|/.Y  ,  yj  deviendra,  par  ces  substitutions, 

,-,/  _t_  r  /  -+-i'  s'  -+-  &c.  :=  Pi'^  _f-  Q/  _j_  &c., 
laquelle  devra  se  vérifier  indépendamment  de  la  valeur  de  /'. 

Donc,si/M,>  I  ,  on  pourra  faire ^'rzzo  ,w  nr /A  et /ri^z/*,  ensuite //mi', 
s'  zzz  Q.&ic.  Ainsi  on  aura  d'abord  <y:n=  à  une  constante,  ou  plus  simplement 
^rrr  i  ;  ensuite,  comme  P  ne  dépend  que  de  (j  et  de  .v,  on  trouvera  la  valeur 
de  r  en  prenant  la  fonction  prime  dé  P.:  et  ainsi  de  suite. 

7  I.  Mais  si  ^.  <  I ,  alors  il  sera  impossible  de  satisfaire  à  l'équation,  de 
manière  que  /  demeure  une  constante  arbitraire;  et  l'on  devra  en  conclure 
que  la  valeur  particulière  p  ne  pouvant  pas  être  complétée  ainsi,  ne  saurait 
être  contenue  tlans  l'expression  générait  f  f  x ,  a)  qui  représente  la  valeur 
complète  de  j.  »• 

Maintenant  il  est  visible  que,  quel  que  puisse  être  le  premier  terme  P/" 

du  développement  de  F(x,  y) ,  par  la  substitution  de/»  -\- qi  -'t- r ï"  -\-  &c. 

à  la  place  de;',  il  ne  peut  venir  que  des  termes  p  — }—  (ji ,  de  sorte  qu'il  sera 

le  même  que  si  on  substituait  simplement  p  —H  ///  à  la  place  dej.  Donc  aussi 

le  développement  de  F(x,  y)  par  la  substitution  de/J  -f-  o  à  la  place  de  y, 

P/' 
seraFi^x,  n)  -\ --f-  Sec;  donc,  puisque  la  série  résultant  de  ce 

développement  contient  un  terme  affecté  de  o  où  ^  est  >  o  et  <  i  ,  il 
s'ensuit  de  la  théorie  donnée  (/i."  ^i )  ,  que  la  fonction  prime  F' (y)  devra 
devenir  infinie  lorsque  j  ^z:/;. 

De-là  on  tire  cette  conclusion  ,  que  la  valeur  particulière  p  ne  pourra 
pas  être  contenue  dans  l'expression  complète  de^-,  si  cette  valeur  rend  la 

fonction  F'  (\)  infinie,  c'est-à-dire  la  fonction — „,  nulle. 
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Rcciproquement  Jonc  l't'qiKilion  — ,  .        =  o  donnera  toutes  les  \  alcurs 

de;',  qui,  pouvant  satisfaire  à  l'cquaiiony'  3=  f^x  ,  y)  ,  comme  valeurs 
particulières,  ne  seront  pas  renfermées  dans  la  valeur  complète.  On  pourra 
appeler  ces  valeurs,  valeurs  singulières,  pour  les  distinguer  des  autres;  et, 
en  générai,  on  pourra  ay>\)iiler  eçuation  primitive  si/igulière  ,  toute  équation 
en  X  et  j  qui  satisfera  à  une  équation  du  premier  ordre  entre  .v,  y ,  et  y' , 
ou  à  une  équation  d'un  ordre  supérieur  ,  et  qui  ne  sera  pas  comprise  tlans 
l'équation  primitive  complète, c'est-à-dire,  qui  ^eserapa^  un  cas  particulier 
de  cette  équation. 

72.  Nous  venons  de  voir  qu'il  y  a  une  espèce  d'équations  qui  peuvent 
satisfaire  à  des  équations  d'un  ordre  supérieur,  et  qui  ne  satisfont  pas  aux 
équations  d'où  celles-ci  peuvent  être  dérivées ,  parce  qu'elles  ne  sont  pas 
renfermées  dans  les  équations  complètes  d'un  ordre  inférieur  à  celles-ci. 
Ces  équations  ne  forment  pas  une  exception  à  la  théorie  générale  exposée 
plus  haut  (11."  jpj  ;  mais  elles  résultent  d'une  considération  particulière 
dans  la  manière  dont  les  équations  d'un  ordre  supérieur  sont  dérivées  par 
l'élimination  des  constantes.  En  effet  ,  on  y  a  vu  que  les  deux  équatioiis 
F(x ,  y)  r=  o  et  F(x ,  y)'  nr  o  ,  donnent  ,  par  l'élimination  d'une  cons- 
tante a,  une  équation  dérivée  du  premier  ordre  entre  x,  y  ,  ci  y' ,  dont 
F(x ,  y)  1=:  o  sera  l'équation  primitive. 

Or,  il  est  évident  que  le  résultat  de  cette  élimination  serait  le  même,  si  fa 
quantités,  au  lieu  d'être  constante,  était  une  fonction  quelconque  de  y;  mais  . 
dans  ce  cas  la  fonction  prime  de  F(x,  y)  ne  serait  plus  simplement /•/.v,^/, 
elle  contiendrait  de  plus  une  partie  provenant  de  la  variation  de  a  ;  et  si  on  ' 
désigne  par  /  '(a)  la  fonction  prime  de  F(x ,  y) ,  prise  reiativemein  à  la 
variable  a ,  on  aura  a' F' (a)  pour  la  partie  dont  il  s'agit,  a'  étant  la  fonction 
prime  de  a  regardé  comme  fonction  de  .v  (n."  j  i  J. 

Ainsi ,  dans  le  cas  où  a  serait  fonction  de  .\  ,  ré<[uaiion  prime  de 
F(x  ,  y)  zzr  o  serait  F{x  ,  y)'  ->c- <J  F'  (a)  =z  o  ;  donc,  pour  qu'elle  se 
réduise  à  F(x  ,  y /  ^=z  o  ,  coinnic  tl  in^  ic  cas  de  a  constante,  il  iaudra  que 
l'on  ait  F' (a)  =:  o  ,  équation  qui  servira  à  déterminer  la  \aleur  de  a  ,  et 
qui  n'est  autre  chose,  comme  l'on  voit,  que  l'équation  prime  de  l'équaiio.i 
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primitive  prise  relativement  à  n.  D'où  il  s'ensuit  que  si  on  substitue  cette 
valeur  Je  a  dans  i'cqualion  primitive  F(x,  y)  ir:  o ,  on  aura  une  équation 
en  .V  et  j,  qui  satisfera  également  à  l'équation  du  premier  ordre,  et  qui  ne 
jera  pas  renfermée  dans  l'équation  primitive  oij  a  est  la  constante  arbitraire. 
On  pDurra  appliquer  la  même  théorie  aux  équations  des  ordres  supé- 
rieurs, et  en  déduire  des  conclusions  semblables. 

73,  Pour  voir  maintenant  si  l'équation  qui  résulte  de  cette  considéra- 
tion est  la  même  chose  que  l'équation  primitive  singulière ,  déduite  de 
l'analyse  du  numéro  71;  supposons,  comme  plus  haut  (n°  6 (j ) ,  que 
i'équation  du  premier  ordre  soit  réduite  à  la  forme  j'  ;=r  F(x,  y),  et 
que  son  équation  primitive  complète  soit  y  -zzzffx,  a) ,  a  étant  la  cons- 
tante arbitraire.  Pour  en  déduire  l'équation  primitive  ,  où  a  est  variable , 
on  prendra  l'équation  prime  ,  relativement  à  a  seul  ;  et  si  on  désigne  par 
(p  (\,  n)  la  fonction  prime  de  f  (\ ,  n)  prise  relativement  à  n,  on  aura 
Ç  (\ ,  a)  rzr  o;  d'oîi  l'on  tirera  a,  qu'on  substituera  dans  f  (x,  a)  ,  et 
l'on  aiira  une  valeur  particulière  de  jy ,  qui  satisfera  aussi  à  la  proposée 
du  premier  ordre.  Nous  appellerons/;  cette  valeur  particidière ,  conmie 
dans  le  numéro  cité. 

Maintenant,  puisque  la  valem-  complète  y^.v,  ^^  de  j  doit  satisfaire  à 
l'équation^'  zrr  /'(^.v,  jy),  quelle  cpie  soit  la  constante  (^/,  il  s'ensuit  qu'en 
faisant  celte  substitution,  l'équation  résultante^' ^•^' '^z' =^ -^[V' /t''-^' '^y'] 
devra  avoir  lieu  ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a.  Par  conséquent  son 
équation  prime,  prise  relativement  ^a,  regardée  comme  seule  variable, 
devra  avoir  lieu  aussi  ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  u  (n."  j  jj. 

Puisque  f  (x ,  n)  est  la  fonction  prime  de //v,  n)  prise  relativement 
à  .V,  la  fonction  prinie  de  celle-ci,  prise  relativement  à  a,  sera  donc  ta 
fonction  seconde  de  ffx,  a),  prise  d'abord  relativement  à  .v ,  et  ensuite 
relativement  à  n  ,  laquelle  est  la  même  chose,,  comme  nous  ie  démontrerons 
plus  bas  fil."  S6 ),  que  la  fonction  seconde  de  f(x,a),  prise  d'abord 
relativement  à  a,  et  ensuite  relativement  à  x.  Ainsi  ayant  désigné  par 
(p(x,a)  la  fonction  prime  de  f  (x ,  a)  par  rapport  à  ti ,  on  aura  ir'  (x,  n) 
poin-  la  fonction  prime  de/'  (x ,  a),  prise  également  par  rapport  à  n.  les 
gratis  appliqués  aux  caractéristes  /et  <p  ne  se  rapportant  qu'à  la  variable  .¥, 
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A  l'égard  de  la  fonciion  F[x,  ffx.dj],  comme  elle  icsiihe  de  la 
substituiion  deffx,  a)  à  la  place  Aq  y  daiii  F (x ,  y) ,  sa  fonciion  prime  , 
relativement  à  a,  sera  exprimée  par  F'  (y)  x  ^  (x ,  a)  ,  (n."  j  i)  ,  pui<nue 
nous  avons  déjà  désigne  par  /'  (y)  la  fonction  prime  de  F (x,y)  relaiive- 
mentàj,  et  par  :p  (x ,  a)  la  fonction  prime  À<ij (x ,  a)  ou  y ,  relativement  à  ci. 

Donc  l'équation  prime  de  l'écpiation/'  (x,  n)  z=:  F  (x,y),  prise  relati- 
vement à  a,  sera  <1^' (x,  a)   :=  F'  (y)  x  %.(x,  a) ;  d'où  l'on   lire  F'  (y) 

Ç'  (x ,  n) 

?  (x ,  a) 

Or,  nous  venons  de  voir  que  pour  avoir  la  valeur  particulière  p,  il 
faut  substituer  à^wif  (x ,  n)  la  valeur  de  û ,  tirée  de  l'équation  ?;  (x ,  a)  =  o. 
Dénotons  par  A' cette  valeur  de  a,  ([ui  sera  une  fonction  de  .v,  on  au;a 
(p  (x ,  a)  -zzz.  l'^ (  X — *'//'',  w  étant  >  o  ,  et  /^^  étant  une  fonction  de  .v  , 
qui  ne  deviendra  ni  nulle  ni  infinie  lorsque  a  irr:  X ;  on  tirera  de  là 
qJ  (x.a)   =  F'  fX  —  ap  -\-  mVX'(X — a)"'-\  Donc   on  aura 

i^v,;  =  F- -^ -'i^.      _  .     ■... 

Mais  j  devient/?  lorsque  <7  rzr  .1';  donc  F'  (y)  deviendra  iniuii  lorsque 
y  zn  p ,  comme  dans  le  cas  du  w?  j\.  Ainsi  les  deux  méthodes  Açi 
n."'  71  et  72  conduisent  aux  mêmes  résultats  et  donnent  les  mêmes  valeurs 
singulières  ;  mais  la  seconde  a  l'avantage  d'clre  plus  directe  et  de  donner 
Ja  vraie  métaphysique  de  cette  espèce  de  paradoxe. 

74.   Supposons,  pour  donner  un  exemple,  que  l'équation  primitive  soit 

.V*  —  lay  a   —  //  izn  o,  en  prenant  les  fonctions  primes,  on  aura 

l'équation  prime  .v  —  ay'  r=  o  ;  éliminant  rf  par  le  moyen  de  l'équation 
primitive  ,  on  aura  l'équation  du  premier  ordre  ; 

^    —    V—  y    -1-    V(:<'    -+-  y'    —    F)-\y'    =z    o, 
dont   celle- l;i  sera    l'équation    primiùve    complète,  a  étant   la  constante 
arbitraire. 

Maintenant  si  on  prend  la  fonction  prime  de  la  même  équation 
X*  —  2ûy  —  <'/'  —  F  zz=:  o,  relativement  à  la  quantité  <^/ regardée 
comme  une  fonction  de  .v,  on  aura  —  2  fy  -f-  ûJ  û'  izr:  o  ,  ce  qui  donne 
y  -\-  <2  1:=  o  ,  rt  rz:  —  )•  ;  et  substituant  cette  valeur  dans  l'équation 
dont  il  s'agit,  on  aura  ,\'  H- j"  —  h'  =^  o» 


yz  T    H    L    O    R    I    E 

Cette  équation  satisfera  par  conséquent  aussi  à  la  même  équation  Ju 
premier  ordre,  ce  qui  est  aisé  à  vérifier  ;  car  elle  donne  y"  ^=.  b'  —  x' 
^^  yy'  :^=  —  X,  valeurs  qui  étant  substituées  dans  la  quantité 

•V  -+-;■/  —  yy(^^'  -\-  y'  —  '^'A 

la  rendent  identiquement  nulle.  Ce  sera  donc  l'équation  primitive  singulière. 
En  effet,  suivant  la  théorie  du  n.°  7  i,  on  aura  dans  le  cas  présent , 

et  />  r:=  V  (i)'"  —  -vV»'  donc  en  prenant  les  fonctions  primes  relativement 
b. y  seul,  on  trouvera 

.V 

^   (y^   —  i-  y   ^    V{^'  +  f   -   b^j  ]  /(.v^    -^  y    -   .V      ' 

quantité   qui  devient  infinie  ,  comme  l'on  voit ,  par  la  supposition  de 
y   —  p   ^   V(h'   —  .vV. 

75.  Supposons  maintenant  que  l'on  ait  l'équation  du  premier  ordre 
y'  zizz  Fy ,  et  que  la  fonction  h  y  de  y  soit  telle  (ju'clle  devienne  nulle 
lorsque  y  est  égal  à  une  co-^stante  donnée  h  ;  il  est  visible  que  cette  valeur 
de  y  satisfera  à  l'équation  ;  car  y  irr  h  donne  aussi  y'  zrz  o.  On  demande 
si  cette  valeur  de  v  est  une  valeur  particulière  comprise  dans  la  valeur 
complète,  ou  bien  si  ce  n'est  qu'une  valeur  singulière.  On  prendra  la 
fonction  prime  de  F  y  ,  et  si  F'  y  devient  infini  lors(|ue  y  =.  h ,  la  valeur  /; 
rie  sera  qu'une  valeur  singulière  ,  sinon  elle  sera  une  valeur  particulière. 

Soit  Fy  rr:  K(y h)",  m  étant   >  o  et  A'  une  constante,   on  aura 

F' y  zrr  mK (y  l>)"^~~' ,    quantité   qui  devient  infinie  lorsque  /// <  i  ; 

donc  la  valeur  y  m:  b  sera  une  valeur  singulière  si  m  >  o  et  <  i  ,  et 
une    simple  valeur  particulière  si  ///   z=z   ou  >     i.  En  eflet ,    l'équation 

y'   m   K(y  h)'"  étant  divisée  par  (y  —   /»/"  et  mise  sovis  la  forme 

A;   b)"''  y'   K  r:r    o  ,  a  pour  éfy.ialion  primitive 


(y  -  f>r 


Kx    ZZH    il 


m 


a  étant  la  constante   arbitraire;  d'où  l'on  tirc^   z=z  b   -\-    \_(in   —    \) 

1 

(a  -H  Kx)  ]'-■*.    Donc   pour  que  l'on  ait  ^y  z:zz  h.  il  faudra  que  la 

quantité 
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quantîtc    (a   -4-    /;  x  )  T^^T  devienne    nulle.  Or  ,    si  m  >   o    et    <    i , 

l'exposant sera  positif,    par    consctpient   il   sera   impo.-sible  de 

donner  à  a  une  valeur  qui  fasse  évanouir  la  quantité  dont  il  s'agit.  Mais 

51    m  >   i  ,    alors    l'exposant   devenant    négatif ,     la    quantité 

*■  I   —  m 

la    H-  ks)  '-'■    deviendra    nulle    lorsque  a  sera    infinie  ;  car   faisant 


a  rz:  ,  cette  quantité  deviendra  ; .     laquelle 

^  ^i  -t-  kcx)  "  "  ' 

devient  zéro  lorsque  c  m  o. 

La  même  chose  a  lieu  lorsque  tu  z=z  i  ;  alors  l'équation  primitive 
contient  des  logarithmes  ou  des  exponentielles;  car  on  a/  z=:I{('y  —  ùj , 

ef  divisant  par  v l>  ,  -^—, K  =z   o  ,    dont  l'équation  primitive 

est  /{y  —  l}^  —  A'.v  =r  /û  ,  d'où  l'on  tire  y  z=  h  -\-  n  c'" ,  e  étant  le 
nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité ,  et  a  la  constante 
arbitraire.  Ici  il  est  évident  qu'en  faisant  a  égal  à  zéro ,  on  aura  y  zzz.  h. 
Supposons  encore  Fy   =.  V^Y,  Tétant  une  fonction  de/  qui  devienne 

Y' 
nulle  lorsque/  =  /' ,  on  aura  F' y  =  -7777  /donc,  puisque  K  devient 

nul  lorsque/  =::=  /;,  si  Y'  ne  devient  pas  nul  en  même  temps,  F' y  deviendra 
alors  infini,  et  la  valeur  /  r=  h  ne  sera  cju'une  valeur  singulière.  Donc, 
pour  que  cette  valeur  soit  une  simple  valeur  particulière,  il  faudra  que  Y' 
devienne  nul  en  même  temps  que  Y ,  en  faisant  Y  z=z   h. 

y  6.  Par  les  principes  que  nous  venons  d'établir  à  l'égard  des  constantes 
arbitraires,  on  voit  que  ces  constantes  forment  la  liaison  entre  les  équations 
primitives  et  les  écjuations  dérivées  :  celles-ci  sont  par  elles-mêmes  plus 
générales  que  les  équations  d'où  elles  dérivent ,  à  raison  des  constantes 
qui  ont  disparu  ou  qui  peuvent  avoir  disparu;  elles  équivalent  proprement 
à  toutes  les  équations  primitives  qui  ne  différeraient  entre  elles  que  par  les 
valeurs  de  ces  constantes.    , 

IC 


^Ti^  THÉORIE 

On  peut  Jonc  toujours  p:i5scr  d'une  équation  regardée  comme  primitive, 
à  une  de  ses  dérivées  (Sun  ordre  quelconque,  et  réciproquement  revenir 
de  celle-ci  à  celle  -  là  ,  pourvu  que  cette  dernière  opération  introduise 
toujours  des  constantes  arbitraires ,  et  qu'on  ait  soin  de  déterminer  ces 
constantes,  d'une  manière  conforme  à  l'équation  primitive,  comme  iious 
tji  avons  déjà  donné  des  exemples  (n."  ^ j  et  suiv.).  Avec  cette  attention, 
on  pourra  employer  dans  l'analyse  les  opérations  i-elatives  aux  fonctions  , 
comme  on  y  emploie  les  opérations  ordinaires  d'algèbre. 

Ainsi,  ayant  \w\g  équation  en  .v  et  y,  on  pourra  immédiatement  en 
déduire  des  équations  dérivées  d'un  ordre  quelconque;  mais  pour  revenir 
de  celles-ci  à  ime  équation  en  x  et  y,  il.  fiudra  tenir  compte  (\ti  constantes 
arbitraires  ,  et  les  déterminer  de  manière  (^ue  les  valeurs  de  y  et  de  ses 
dérivées  y' ,  y" ,  &c.  soient  les  mcmes  pour  une  valeur  donnée  de  .v , 
comme  .v   zz=.    o  ,  que  celles  qui  résultent  de  l'équation  donnée. 

Si  l'équalion  prî^posée  n'était  que  du  premier  ordre  en  .v^  y  ,  y' ,  alors 
cette  équation  ne  pouvant  fournir  que  les  valeurs  de  y' ,  y" ,  &.C.  en  x  et_y, 
ces  valein-s ,  pour  .v  i^r  o,  contiendraient  la  valeur  indéterminée  àe  y  ; 
par  conséquent  les  constantes  arbitraires  dépendraient  alors  de  cette  valeur, 
qui  serait  elle-même  une  constante  arbitraire;  de  sorte  que  dans  ce  cas 
toutes  les  constantes  arbitraires  se  réduiraient  à  une  seule.  Elles  se  réduiraient 
à  deux,  par  la  mcine  raison,  si  l'équation  proposée  était  du  second  ordre 
en  .V,  y ,  y' ,  et  y"  ;  et  ainsi  de  suite. 

yy.  Pour  faire  mieux  sentir  l'esprit  et  l'usage  de  ces,  opérations  ,  nous 
allons  les  appliquer  encore  à  quelques  exemples  qui  serviroiit  en  même 
temps  d'exercices  de  calcul. 

Soit  proposée  la  série 

//;                     w  (m  -i-  I  )         .               ?"  {?';  -\-  -^  )    (m  -^  i)         ,       ^     „ 
I  -1 .V  H i  _.^-  .V-  _H-  —  '  '.  J '-  X'  -H  &c., 

;.  K  ?!  (ll-\-    \)  n  [H  -\-   \  )     ( «  -t-   2.) 

dont  on  demande  la  somme. 

S'.:pposons-la  égale  à  y,  en  sorte  qu'on  ait  une  équation  en  .v  et  _y  ; 
je  multiplie  celte  équation  par  .v"  ~  ',  ce  (pii  doime 


r.Y         -^.x        -\ a" H -.  . — • — --* 

•'  n  ri  (n  -\-\  ) 


.V  —H  «xc, 
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Je  prends  les  fonctions  primes  de  tous  les  termes-,  j'ai        '         -^     '  >>''  '•> 

y  x"  ~  '    H—   f/i   —    I  J  y  x"  ~  '   z=   f  n   I  J  x"  ~~  '   — i—  m  x"  ~ 

m  ^m -\-  1  )  mfm-\-  i)    (m  ^   z)  ,  ,  ,  „ 

n  -Ti  {/t  ■+■- 1  J'  ' 

OÙ  l'on  voit  qu'il  a  disparu  un  facteur  du  dcnoininateur  de  chaque  teriTje.  ^ 
Je  multiplie  maintenant  l'équation  précédente  par  ///  —  //,  j'ai  celle-ci: 

y  x  H—  (//  —  i/;'-'^'  =  ("  —  I  / -^^         -+-  "^^ 

H X    H : T—r—r. x^  YT"  '^<^- 

Je  fais  le  premier  membre   =r:  p'  (p'  étant  la.  fonction  prime  de  p) ,  et  je 
prends  l'équation  primiiive,  j  ai  .  ■  r   __  • 

»  :^:  .V  —H  .V    H .v  H—  - — ^ —  x  — |—    txc. 

^  "'-I  .    .«.     -■,'■-  «(^!tjVy'-:;::lf.;^-    :..iji:(q 

Je  n'ajoute  point  de  constante  arbitraire  ici,  parée  qu'elle; p)?lit,6trQ_<;ensce 

renfermée  dans^.  .  '    ,         !•  ,,,    ". i;;î  :  1    , 

Maintenant,  en  comparant  cette  nouvelle  série  avec, Ja' proposée  cpi'on 


n  —  t 


;;;  —  I 


a  supposée   égale  à.  y ,  il  est  visible  qu'on  aura  l'équation  p   = 

.y"  ~  '  — t—  x'" y  ;  prenant  les  fonctions  primes  ,  et  s.ubsutuant'pour  y/  sa 
valeur  y' x"""  '  -|—  f/i  —  '^  Jy-"^'"  ~  .  <-"i  tiura-cette  équation  du  premier 
ordre  linéaire  en  /,  :        . 

(n \  )  X  -H  y'  X    -f-  /;/  .v         y  z=m  y  x  -j-  (i(  — -  \)  y  x  , 

laquelle  se  réduit  à  cette  forme,  ;  <:•  i.::v    b:'  o 

,  n  ^-  \  -r^mx  .  n  —  r         /  ^ 

x(\  — x)     '^  A  ,1  — ^A-y,   ' . 

Cette  équation  étant  susceptible  de  la  méthode  du  n.°  ,(^7, ,  on  pourra 
donc  trouver  la  valeur  de  ^  en  .v  ,  qui  sera  par  conséquent  la  somme  de 
la  série  proposée.  Mais  cette  valeiu"  devra  cpn.tenir  uae  constante  arbitraire, 
qu'on  déterminera  de  manière  que  ^  soit— ;:z  i  ,  lorscjuew  rrr  o,  comme 
il  résulte  de  la  série  donnée.  ; 

Si  ia  série   n'avait  contenu   que  des  facteurs   simples ,  comme      v 

\   -\ X  -\ .V-   H .v'   H-  &c. ,    '^     ■' 

n  ti  -t-  1  ^  -t:  z  î,i 

K  z' 


7^  T    H    É    O    II    I    E 

on  eût  trouv<5 ,  par  les  mén-.es  opérations , 


/'  ^- ^.v"-'   ^  x"'  -f-  .v"-^'   -H  x'"^'   -H  &c. 

*  iti  r 


I 


Or  ,  on  sait  que  i  -\-x  -f-  .v*  -4-  &c.  :=r /donc  on  aurait,  dans 

I     X 

ce  cas , 


;■ 


«  —     I  m—T  ■^ 


m  —  t 


prenant  ies  fonctions  primes  ,  et  substituant  la  valeur   de  p'  ,  on  aurait 

m  —  I  nr 

I     ni  —  I       ,        /  I         m —  ;  /  1     "i  —  î  ^ 

yx        -h- (Il —  ly/.v         ^=^  (" — V-v         -t-  ,,.-<- 
savoir , 


I    _   .V  (l  -x)' 


(71   —    \  ly  n  —  \ 

y  ~~ 


équation  également  linéaire  du  premier  ordre. 

Cette  méthode  s'applique  à  des  séries  plus  compliquées ,  et  peut  conduire 
:i  des  équations  linéaires  d'un  ordre  supérieur  au  premier.  J'ai  cru  devoir 
au  moins  l'indiquer  ,  étant  presque  la  seule  méthode  générale  pour  la 
sommation  des  suites.  .   . 

78.  Soît  maintenant  proposée  l'équation 

y  =z  Ax  -\-  Bx'  -H  x^ , 
dans  laquelle  on  demande  l'expression  de  .v  en  y.  Cette  expression  peut 
s'obtenir  par  la  formule  connue  pour  la  résolution  des  équations  du  troisième 
de^ré;  voici  comment  on  y  peut  parvenir  par  la  théorie  des  fonctions. 

En  prenant  les  fonctions  primes  et  secondes,  on  aura 

/  =  /i  -I-  2i5.v  H-  3.v%  /  =  2^  -K  6x; 
sî  donc  je  forme  la  quantité  y  -h-  (m  -f-  iix)  y'  H-  (p  H-  ^-v  -f-  rx')y"  , 
où  m  ,  n  ,p  ,  q ,  r,  sont  des  cocfficiens  arbitraires,  j'aurai  un  quatrinome  qui 
contiendra  les  puissances  a-  ,  .y*  et  a-'  ,  et  je  pourrai  faire  évanouir  les 
termes  multipliés  par  chacune  de  ces  puissances  ;  j'aurai  ainsi  une  équation 
du  second  ordre  de  la  forme^  -\-  (m  -+-  nx)y'  -f-  (p  -f-  <jx-\-rx')y"  z=i  C, 
où  Csera  une  quantité  constante;  et  cette  équation  renfermera  encore  deux 
cocfficiens  indéterminés. 

Je  pourrai  donc  encore  faire  en  sorte  qu'étant  multipliée  par  a/,  elle 
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ait  une  équation  primitive;  car,  pour  cela,  il  .'^ullira  de  iaire  </  zz=.   ztti, 
r  =  /;,  et  l'équation  primitive  sera 

y'  -H  fp  —H  2/;/.v  -+-  nx')y''  =.  zCy  -\-  o, 
a  étant  une  constante  arbitraire,  qu'on  déterminera,  comme  nous  l'avons 
dit,  en  supposant  .v  ■=.  o,  et  mettant  pour  y  et;',  leurs  valeurs  tirées 
de  l'équation  proposée.  Or ,  elle  donne ,  dans  ce  cas  ,  ^  =zr  o  ,  ;■'  z=^  A  ; 
donc  ,  faisant  ces  substitutions  dans  l'équation  précédente  ,  elle  donnera 
zpA'   zz=i  a. 

Ainsi  on  aura  cette  équation  en  y,  du  premier  ordre, 

y'   —H   (p   -H    2  w -v   —1—   nx')y"'    zrr    zCy    H—  p  A^ , 
où  .V  ne  monte  qu'au  second  degré  ;  circonstance  sans  laquelle  on  n'aurait 
rien  gagné  pour  la  détermination  de  .v  en  y. 

Mais  avant  d'aller  plus  loin,  il  faut  satisfaire  aux  conditions  nécessaires 
pour  que  la  quantité  y  — |—  (m  -\-  n  x)  y'  H—  (p  -+-  2  mx  — f—  nx^ )y" ,  après 
la  substitution  des  valeurs  de  y,  y',y" .  devienne  égale  à  luie  constante  C. 
Cette  substitution  donne  la  quantité  Ax  H—  B x'  -+-  .v'  H—  ("i  -t-  nx) 
(A  -+-  z  Bx  -+-  3  A'V  -H  (p  H-  ^mx  -f-  11  x'' j  ( z  B  -f-  bx)  ; 
développant ,  ordonnant  les  terrnes  suivant  les  puissances  de  x' ,  et  égalant 
ù  C  \q  terme  sans  x,  et  les  autres  à  zéro,  on  aura 

VI  A   -+-    zpB  zzr    C,{i    —H   ti)A    H—    6  m  B   — t—    6p   m:    o, 
(i    -f-   4  11)  B   -\-    I  5  /;/   =:   o ,      I    — i—   ^  'i   ^=-    o  , 

T.   >      p           .                              ,                                   ^  B'  —  4.A 

dou    Ion    tire    n   rrr   ^,     ni  z=z    ,p 


27  27 

^            2  5'  —  0/4  5 
et  C    :=  ^ . 

Retenons ,  pour  plus  de  simplicité,  les  quantités  ;;  et  C,  et  substituons 
celles  de  m  et  «  dans  l'équation' ci- dessus ,  elle  deviendra,  en  tirant  la 
valeur  de  y',  ,  . 

3/^/.^'   -^    zCy  -  f) 


/ 


2    A- 

^^9/'  —  — — -  X   —  aV 


II  faut  maintenant  en  déduire  l'équation  primitive  en  x  et  y  ;  mais  pour 
éviter  les  imaginaires ,  on  doit  distinguer  deux  cas ,  l'un  où  les  radicaux 
sont  réels,  l'autre  où  ils  sont  imaginaires  ;  car  puisque  toute  valeur  réelle 
de  X  donne  pour  y  et  y'  des  valeurs  réelles ,  il  est  visible   que  les  deux 
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radicaux  de  l'cquation  précédente  seront  réels  ou  imaginaires  ensemble. 

Supposons  donc  en  premier  lieu  que  v(p/V  -+-  2  Cy  — y')  so\i  une 

quantité  réelle  ,  il  faudra  donc  que  p  A'  ~\-  C'  >  (y  — 0';par  conséquent 

on  pourra  supposer  y  C'  =  y(p  A'  -+-  C" )  sin.  3,  ce  qui  donnera 

y  (pA'  -{-  2  Cy  — y')  =  V^ (p  A'  -\-  C'Jcos.i,  et  prenant  les 
fonctions  primes  y'  z=z  V (p  A'  — f-  C')  i'  cas.  1  (n."  j^J  ;  substituant  ces 
valeurs   dans  l'équation  précédente,  elle  deviendra,  en  divisant  par  3,' 

(9P r-  '^  —  '^^  J 


3  ^ 

et  l'on  trouvera  de  la  même  manière  que  cette  équadon  doiine  celle-ci , 
qu'on  peut  vérifier  aisément, 

-    X  -{ rzr    y  (Qp  H /  sm.  f h-  'jj  , 

3  ')  3 

et  étant   une  constante  arbitraire,    qu'il   laudra  déterminer   en  sorte  que 

.V  zzii  o  donne  j  :^::  o,  conformément  à  la  proposée.  Suit  a  la  valeur  de  2 

lorsque  y  zzz.  o  ,  on  aura  donc  les  deux  équations 

—  C:=:VfpA'-  -i-C"Js'm.A,i:t—^  ■=z.V(9p-\ '— )  sm.  ( —-\--}.), 

par  lesquelles  on  déterminera  d'abord  a,  ensuite  a.  Après  quoi  on  déter- 
minera 1  par  l'équation 

y  -  c\ 

y  (f  A    -\-  c  J 
et  l'on  aura 

.V  = h-  V  I  9P  H /  sui.  / h-  a/. 

3  y  3 

Et  comme  au  même  sinus  de  i  répond  aussi  l'angle  i,  augmenté  d'une 
ou  de  deux  circonférences,  on  aura  les  trois  valeurs  de  .v,  en  prenant 
pour  i  ces  trois  valeurs  i,  z --\- c ,  i-\- ^  c,  f  dénotant  la  circonférence 
du  cercle. 

C'est  le  cas  qu'on  appelle  irréductible,  et  où  les  trois  racines  sont  réelles. 

Supposons  en  second  lieu  que  le  radical  y(pA'-\-  2  Cy  — y')  soit 
imaginaire,  il  n'y  aura  qu'à  multiplier  le  numérateur  et  le  dénominateur 
de  l'expression  de/  par  y( —  i),  et  l'on  aura 

lV(  -  pA'  -   2  Cy  -t-  >V  _ 

/    — — , 
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quantilc  toute  rcelle. 

Ici  j'observe  que  si  011  fait 

X  =  — —  -H  X  -{-Vf  —  91'-^  -----  -^^  -I-  -^V  ' 

3  3  . 

V  =^  —   C  H-  ;■  -t-    Vf  —  pA'-  —   2  Cy  -+-  y'J  , 
et  qu'on    prenne  les   fonctions  primes  ,   en  regardant  toujours  y   comme 
fojiciions  de  .V,  on  aura 

X   =   X  (-  ç)p   H-  -^  .V   -H   .vV"  ", 

r   =  y'Y(—  pA'  —   1  Cy  -H  jV""; 
de    sorte   qu'on     pourra    réduire    l'c'quatioii    prcccdente    à    cette    forme 

r-  z=z  ■ r- ,   dont  les  deux  membres  ont  pour  fonctions  primitives 

ÎX  et    ^ly     { "■"    J^J-     O'i    aura    doPiC     cette     é(jua!ion      primitive 
/.\'  z^r  -/K— I—  //',  />    t'iaiit    une   constante  arbitraire;   et   passant   (les 

lo^ai'iihmes  aux   nombres,  on  aura  .\'^ir />  y  (^)'/.  Poiu- dcterjniner  /',  on 

/> 

fera  de  nouveau  .v  izr  o  et  y  rrz:  o.  Or,  A' devient  -+-  V  —  9 P, 

3  ^ 

et  }^  devient  —  C  — f—    i/  —  p  A'  ;  donc  on  aura. 

{  /;    -f-     v'    —     9  ;> 

/'  rzr  ^ : ; ;: . 

—  L  H-  ^  —  pA^ 

Alaintenant,  ayant  la  valeur  de  X  en  .v,  il  est  aise  d'en  tirer  .y;  car  en 

"  /)  /' 

carrant   l'équation   V( — 9P  H ^ —  a-  —\-  x')  r=;  X 1— .v, 

3  5 

,,  ,   .              ,       T                         (X  —  \  B)^  H-  9/' 
on  en  dcduira  sur-Je- champ  a- =: '■ — ^-i— ,  par   conséquent, 

en  mettant  pour  A' la  valem-  trouvée  en  r,  savoir  l>\/  (Y),  on  îtura 

Cette  expression  ne  peut  donner,  comme  l'on  voit  ,  qu'ime  seule  valeur 
réelle  de  .v  ;  c'est  le  cas  où  l'écjuation  a  (.\^u\  racines  imaginaires. 

Si  on  fait  B  zzr:  o,  les  formules  qu'on  vient  de  trou\er  dans  les  deux 
cas,  se  simplifient  beaucoup,  et  se  réduisent  aux  formules  connues  pour 
la  résolutijn  des  équatioiis  du  troisième  degré,  privées  du  secojid  terme  ; 
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mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  sur  ce  problème,  quî  appar- 
tient proprement  à  l'algèbre ,  et  que  nous  n'avons  traité  ici  qu'en  passant, 
ti  pour  montrer  ,  par  diffcrenies  applications  ,  la  manière  d'employer 
l'algorithme  des  fonctions. 

y<^.   Prenons  pour  dernier  exemple  l'équation  du  premier  ordre  , 

,    ^(A  -H    By  +   Cf   -H   Dy'   -^    Ef) 

^  V(A  ^  Bx  -^-  Cx'  -H  Z)a'  -+-  Ex*)     ' 

en  la  divisant  par  le  radical  en  y ,  on  aurait  une  équation  oii  les  variables  .v 
et  _>'  seraient  séparées  ;  mais  il  serait  impossible  d'obtenir  ainsi  l'équation 
primitive,  parce  que  les  deux  membres  ne  sont  point  réductibles  en  par- 
ticulier à  des  fonctions  primes. 

Voici  néanmoins  comment  on  y  peut  parvenir  par  le  moyen  des  fonctions 
dérivées. 

Je  suppose  d'abord  que  x  et  y  soient  fonctions  d'une  autre  variable  t, 

il  faudra  pour  cela  substituer  — —  à  la  place  de  /  frt."  (jjJ;  x'  et  / 

seront'  alors  les  fonctions  primes  de  x  et  y,  regardées  comme  fonctions 
de  t.  Or,  je  puis  supposer  que  .v  soit  une  fonction  quelconque  de  t,  et 
l'équation  me  donnera  pour^  une  fonction  déterminée  de  t  ;  ainsi  je  puis 
supposer  que  .v  soit  une  telle  fonction  de  t,  que   l'on  ait  l'équation 
x'  z=    V(A   -+-   ^.v   -H   Cx-   -f-  Dx^   -f-  £.vV, 

y 

l'équation  précédente,  où  l'on  a  mis  — y-  pour  y' ,   donnera  pareillement 

;-'  =    V(A  -^  By  -^    Cy-  -^  Dy'   -¥-  Ey'). 
Qu'on  fasse  disparaître  les  radicaux  dans  ces  deux  équations,  qu'ensuite 
on  prenne  les  fonctions  primes  ,  on  aura  ,  après  avoir  divisé  l'une  par  a-', 
l'autre  par  y' , 

2x"   =z   B  -^   zCx  -h-   jZ^.x'   -H  4.ExK 
xy'   —   B  -\-   xCy  -\-    -,  Dy-   -H  4  £>•'. 

Faisons  .v  -r- _>-  :zr: /' ,   x  ;-   rzz  </,  ce  qui  donne  ,v  rz: -^ , 

y  ::::::  — 'i— ;  les  deux  équations  précédentes  ajoutées  et  retranchées, 

donneront 
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donneront  .   ,.,   ,.),  .,.<,  •,!  ,,  ^  ;  ,,j 

p"    —    B    ^    Cp    -4--^— -   (p^-    -V-    q-)    -+-  --    (p'    -H    ipq), 

4-  ^        . 

^      ■     ^  ^  .     "^    /     '-       I      î  ) 

q     =1   Cq   H ^/;^  _^__-  (^3;,   ^   -H   ^V-  .,,,,  ;■,   3-,  ,^.  ,,,  •:  , 

De  plus,  comme  p'  q'  mr  .v'*  —  y'',  si  on  subsliuie  les  valem'S'dc  a'  et 
de  ^',  liices  des  premières  équations,  on  aura  '  "    '•   '  ~'~  . 

D  F. 

p'  q'    —  Bq  -\-    Cpq  -^-—   (^  f  q   -+-   q' )  -^ —- (p'  q  -\-pq'). 

■f 


Alaintenant  je  fais  cette  combinaison 


qp      p  q     —  --  ,j>    -^    Epq   ,      ,      ,      -,    ... 


multipliant    les    deux   membres   par  -—- — ,   ils  deviemient    les  fonctions 

primes  de ^ —  et  de  Dp  -\—  Ep'  ;  de  sorte. que  j'aurai   d'abord  cette 

équation  primitive  du  premier  ordre,  '       |.;^  v, '.-nij  y.i  v_,-,j.. j-,  ;■  1 


/' 


Dp  -t-  Zi^/)*  — f—  ^, 


où  (î  est  une  constante  arbitraire.     '  .  '  .  ,  ,     . 

Pour  la  déterminer,  soit  m  ia  valeur  de  y  lorsque  x  rrr   o,  on  aura 
dans  ce  cas,  par  les  équations  ci-dessus,        ,    ;,.  ,  i-^-^n'/yf  ' ,  j 

x'  =   VA,  y'  ==    V(A  -^   Bm  -\-   Cm     -j-  D  m^    +    Em^) , 
quantité  que  nous  supposerons  ::zr:  n,  pour  abréger. 

Ainsi  puisque  p  =r  x  -\-  y,  q  z^zx  —  ;',  p'  :zr  .v'  -H— j',  q'  =  v'  —  y', 
on    aura,    lorsque  x   :izz    o  ,  p  r=  m,    q  nz:  — /// ,  p'  z=:   )//i  — t—  //, 

q'  z^:    >/^  ;;.  Faisant  ces  substitutions   dans  l'étjuation    tpi'on  vient 

{VA  -t-  n)-  ^  r-     1         >    1- 

de  trouver,  on  aura  ^  zzr —  Dm  —  tm  ,  ou  Ion  voit 

que  puisque  «/est  une  quantité  indéterminée  ,  la  constante  <«r  demeure  aussi 
indéterminée;  mais  les  déterminations  précédentes  seraient  utiles,  si  par 
d'autres  combinaisons  on  trouvait  de  nouvelles  équations  primitives  avec 
àas  constantes  arbitraires.  Y  .    '  '    . 

Nous  avons  donc  l'cquation  ,    .        :     •        ■  ij  '.  ^:      •..■.; 

/      =Z      qV(cl      -H      Dp      -\-      Ep-),  ,      -     ,,.'  ;        . 

L   ' 
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qui,  quoique  Ju  premier  ordre,  peut  néanmoins  donner  tout  de  suite 
iequation  primitive  en  x  et  y  de  la  proposée,  puisque  la  valeur  de;;',  qui 
est  .y'  h-  y',  est  déjà  connue  en  \  et;-.  En  effet,  substituant  les  valeurs 
de  p ,  q  et  p' ,  on  aura 

YfA  -+-  Bx  -+-  Cx'  -+-  Dx'  H-  Ex')    ^  V (A-^  By  -|-  Cy' 
-4-  Z)/  -4-  £/;  —  (=<  —  y)V{^'  -^  D(x-^^y)-\-E(x-^^y;-\, 
où  a  est  la  constante  arbitraire. 

Cette  équation  en  .y  et^  est,  comme  l'on  voit,  sous  une  forme  assez 
simple ,  et  la  méthode  par  laquelle  nous  y  sommes  parvenus  est  fort 
remarquable;  mais  cette  équation  n'est  pas  la  seule  qu'on  puisse  obtenir 
par  les  formules  que  nous  venons  de  trouver. 

Et  effet ,  si  on  substitue  la  valeur  précédente  dey;'  dans  l'équation  trouvée 
plus  haut,  pour  la  valeur  de  p  q  ,  on  tn  tirera 


^/  = 


^(a   -i-    Dp   -+-    Ep'J 

Ici  remettant  pour/»  et  q  leurs  valeurs  x'—\-  y  et  .v y  ,  et  pour  ,7' sa 

valeur    .v'    —   y'    —    V ( A    -\-    B  x    -\-    C x'    -\-   D  x>    H-    Ex') 

y fA  H—  By  H—  C y^  -f-  D y^  — |—  Ey') ,   on   aura  une  nouvelle 

équation  en  .v  et  y  avec  la  constante  arbitraire  a,  qui  sera  également 
l'équation  primitive  de  la  proposée;  ensuite,  ajoutant  ou  retranchant,  on 
en  aura  deux  autres  qui  seront,  à  quelques  égards,  plus  simples,  et  qui 
seront  toutes  équivalentes.  ;- 

80.   L'équation  du  premier  ordre,  dont  nous  venons  de  trouver  l'équa- 
tion primitive,  ipeut  toujours,    par  des  transformations  convenables,  se 

réduire  à  la  forme 

'        ,  V (A  -4-  B  COS.  i) 

^  Vf- A  H-  B  COS.  u)      ' 

.^  étant  ici  une  fonction  de  «.  Comme  cette  équation  ,  traitée  directement 

de  la  mcwne  manière,  est  susceptible  d'une  analyse  beaucoup  plus  simple 

et  plus  élégante  ,  j'ai  cru  qu'on  ne  serait  pas  tâché  de  la  trouver  ici. 

On  regardera  //  et  i  comme  fonctions  d'une  autre  variable  /;  et  après 

avoir  substitué   en  conséquence  —V  à  la  place  de  3'  {/!.■'  âj),  on  fera  ces 

deux  équaiiojis  séparées,  u'  :=  /fA  -H  B cos.  u),  i  :=:  V(A  -+-  B cos.  iJ;, 
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après  les  avoir  carrées,  on  en  preiulra  Ici  fondions  primes,  on  aura,  en 
divisant  l'une  par  //  et  l'autre  par  i  ,  ces  deux-ci  du   second  ordre,     ,.-> 

n"   r=   B  sin.  u  .      î'   z=z   B   i'm.  Z-   ■       ^ 

Soit  maintenant  3  -+-  //  =  1  p  .  z  —  u  =:  i  ^ .  les  deux  équations 
précédentes,  ajoutées  et  retranchées,  deviendront  par  les  théorèmes  connus, 

2  p"    =:   B  i\n.  p  coi.  t/ ,      1  q     zn:   B  cos.  p  sln.  q. 

Il  est  d'abord  vi>ible  (pie  si  on  ajoute  ces  deux  équations  après  avoir 
multiplié  la  première  par  q' ,  et  la  seconde  par/'',  le  premier  membre 
deviendra  la  fonction  prime  de  ^p'  (f ,  et  le  second  la  ionction  prime  de 

B  s'in.  p  sin,  /j  ;  de  sorte  qu'on  aura  d'abord  cette  équation  primitive 

du  premier  ordre , 

2.  p'  (]'   ■=.  B  i\n. p  iu\.  t]  -+-  a,       ,.     _    . 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

Pour  la  déterminer,  supposons  que  2/  =  o  donne  z  =^  '"  -  f^" 
aura  donc  dans  ce  cas  il  =:   V (A   -H  B)  ,   z  =^  V (A  -f-  B  cos.mj , 

'•'         ,            i  -+-  '^'          ,             t'  —  "'        , 
/^  =  ^  =  -T-  '  /'    —  1 —  '    ^    —  ^—  '   ^""'^.    •  : 

î""  —  u"                 B  (cos.m  —  \  )  .  .  -  .  w      ,. 

Z  p' q    =z   — =z ,  sin./7  sm.  (/   ■=:z  ^sm. -— ■/" 


I   —  COS.  ;;; 


—  ;  de  sorte  que  l'on  aura         .    .,•      ,,  -  :•     ,   !,>  ,  -       '  ,  "  ; 

a   ■=.    "i- p'  q    -+-   B  s'in. p  i'm.q   zr:    O,       -■''    ■    '     •  ■^''■ 
On  aura  donc  simplement  l'équation 

2  p' q'   =   B  i'in.  p  s\n.  q  ; 

d'où  l'on  peut  conclure  que  cette  équation  primitive  ne  renfermant  point 
de  constante  arbitraire ,  doit  être  comprise  dans  les  équaUons  prijuiUves 
d'où  nous  sommes  partis.  En  effet,  on  a      '■'•■■     ■'  ■   •■'/, 

2  p   q     :=:  =^  f  cos.  Z   cos.  11  J  , 

ce  qui  se  réduit  par  la  substitution  des  quantités;)  et  q  à  —  B  sin.  p  sin.  q; 
équation  identique  avec  celle  que  nous  venons  de  trouver. 

Divisons  maintenant,  par  cette  équation  du    premier  onlre,   les   deux 
équations  ci-dessus  du  second  ,  on  aura  ces  deux-ci  ; 

r>"  CO.S.  </  /;"  COS.  p 

y' y'  sin.  </     '       /■' </  sin.p 

L  2 
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dont  la  première  étant  multipliée  par  q' ,  et  la  seconde  par  f! ,  donneront 

ces  équations  primitives, 

l p'   =r   li'm.q   H—   la,      1 ,/   zzz   h'in. p   — H   //» , 
ou  bien ,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres  , 

p'   =r=  <7sin.,y,      q'   z=:   ù  sln.  p  , 
a  et  1}  étant  des  constantes  arbitraires  ,  qu'on  déterminera  par  les  mêmes 
-appositions  que  ci-dessus  ;  d'où  l'on  aura 

VfA   -+-   Bcos.m)   -+-   V(A  -+-   B) 


a 


h  — 


2  sin.  — — - 

z 

yf(A   H-    Bcos.m)    —   V  (A   ^   B) 

m 

2  sin. ■ 


Ces  deux  équations  pourraient  donner  chacune  une  équation  primitive 
en  II  et  1  par  la  substitution  des  valeurs  de  p,  q,  p' ,  q' ;  on  aurait  ainsi 

7    U 

,  V(A   -f-   B  COS.  iJ   H-    Vf  A   -+-   Bcos.u)    r=:    1  a  un.  -—^ — , 


V(A   -+-   Bcos.i)   V(A   -H   Bcos.uJ   r=    2 /i 


sin. 


Comme  les  valeurs  de  a  et  ù  renferment  l'indéterminée  m,  cliacune  de 
ces  valeurs  pourra  être  regardée  aussi  comme  indéterminée  en  particulier  ; 
ainsi  dans  chacune  de  ces  équations  à  part,  on  pourra  regarder  c  ou  b 
comme  constante  arbitraire  ;  mais  si  on  voulait  faire  une  combinaison 
quelconque  de  ces  équations ,  il  faudrait  employer  les  valeurs  de  ^  et  ^ 
trouvées  ci-dessus,  et  alors  la  quantité  /«serait  la  seule  constante  arbitraire. 
"  Mais  comme  ces  équations  sont  compliquées  de  radicaux,  il  sera  à  propos 
de  chercher  encore  une  autre  équation  primitive  d'après  les  deux  équa- 
tions  du   premier  ordre  qu'on  vient   île   trouver,  savoir  y/  :rz   a  sin.  q , 

<?'  :=;=  b  s'm.  p  ;  or  en  divisant  1  une  par  1  autre,  on  a  —  ,-   :=:=:  —r—. / 

'  '  '  .  y  ^sin./> 

et  multipliant   en  croix  h  p'  s'm.  p   :=   n  q  s'm.q,  d'où  l'on  tire  tout  de 

suite  l'équation  primitive 

b  COS.  p   zn:  a  cas.  q   —J—    <■' , 

c  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire  qu'il  faudra  déterminer  comme 

77; 
ci-dessus.  Or,  en  faisant  «  =z  o  c\  ^  :z:z:  m ,  on  a  p  z=.  n  zzn  —^  ;  donc 
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l'cquaiion  prccédente  donnera 

„,  V(A  -+-  B)  COS.  -^ 

c  :=r  (b  c:J  cos. = — 


sin.    


Substituant  les  valeurs  de  ci ,  h ,   c ,  ainsi  que  celles  de  p  rrr 

et  </  =  — dans  l'équation  précédente  ,  et  faisant  les  réductions  des 

sinus  et  co-sinus ,  elle  prendra  cette  forme  trcs-siinpfc , 

7  u  •  c  .  •''  '^  ( ^    -+-    ^>  COS.  m  ) 

COS.  — - —  X  COS.   — t—  sni.    X  sni.  x  ■ 


V  (A  -+-   iV 


COS. 


c'est  l'équation  primitive  de  la  proposée  du  premier  ordre  en  11 ,  3  et  j^' , 
et  l'angle  m  en  est  la  constante  arbitraire.       _  ^       •■ 

8  I .   On  peut  regarder  les  angles   ,   et  comme   les    trois 

côtés   d'un   triangle    sphérique  ;   il    est    visible  qu'alors  ,  dans    l'équation 

>    r  X            ■                .   .         /.M   -H   5  COS.  m)  .  ,     ,,         , 

précédente,  la  quantuc  — — — ■ sera  le   co-snius  de  i  angle 

compris  entre  les  cotes et  ,  et  par  conséquent  opposé  au  cote  

par  les  formules  connues  de  la  trigonométrie  sptiérique;  c'est  la  valeur 
de  j'  lorsque  «  zir  o  et  3  =  m.  Ainsi  cet  angle  sera  constant  en  mcme 

temps  que  le  cote  —^ ,  tandis  que  les  deux  autres  cotes  varient. 

c   '      n/r      ^  I  ''  ■'••■         —  •'■    .  y/  (A-^  Bco%.m)        .  ■;  ■  -  '",!> 

boit  M  cet  angle  constant ,  on  aura  donc  -         —  cos.  AT, 

,,    >    ,,  .  ^  COS.  .4/-    —   COS.  w    ■  ,   sin.    -^  •'•'       _f- 

dou  1  on  tire  — -—    =  ■ ; — =  2  / —  /  —  i.  Si 

B  sm.  M'  '     sin.  M    ^ 

on  fait  cette  substitution  dans  l'équation  proposée  en'w,  2  ^t  j^ ,  et.qii"on 
suppose,  pour  abréger, z=a,  elle  se  réduira  à  cette  fi>rme  /zir 

sin.  — ^ 
>'[!    -   ;^Vsin.-l-/j  .  ■ ^-   ^''"■'    ' 

— r-^ ;; ,  dont  1  cquation  primitive  sera  la  relation  entre 
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les  cotes   — - —  et  d'un  triangle  sphcrlquc  ,   dans  lequel  ^w.  sera 

le  rapport  des  sinus  des  angles  aux  côtes  opposés,  rapport  qu'on  sait  cire 
le  même  pour  tous  les  angles  et  les  côtes  opposés  ;  de  sorte  que  ce  rapport 
seul  étant  donné,  il  restera  l'angle  ou  le  côté  pour  arbitraire. 

La  considération  du  triangle  sphérique   peut  servir  à  faire  voir   plus 
facilement  comment  cette  équation  primitive  satisfait  à  celle  du  premier 

ordre.   Cette  équation  étant  cos.  — - —  cos. [-  cos.  AI  sln.  — - — 

Z  Z  2 

«                             '"  •  tir-'  I 

5in. nr  cos. ,  si  on  prend  les  ionctions  prunes,  en  regardant  3 

comme  fonction  de  u,  et  tu ,  Al  comme  constantes,  on  aura 

/cos.  AI  COS.  — ^ —  sin, sin.  — '^—  cos. )  T  -+-  cos.  AI 

\  ->  ->  2  2. 


Z                     "                           z                      » 
5in.  cos. ■  —  cos. cos.   r=:  o  ; 

.  •  z  2  2  - 

substituons  à  la  place  de  cos.  A'I ,  sa  valeur  tirée  de   la  même  équation, 
il  viendra  celle-ci, 

■      COS.  -^-COS.  — COS.  -^!—  COS.  — ^   COS.  -^ COS.  — ^— 


2'      H ; —    O. 


sin.  — ^  sin 

Maintenant,  si  dans  le  même  triangle  spherique  ,  dont— ^, , 

sont  les  trois  côtés ,  et  AI  l'angle  opposé  au  côté ,   on  désigne  par  V 

et  Z  les  angles  opposés  aux  côtés  -^  et  -^ ,  on  aura  également  cos. 


cos.  ~- COS. \-  cos.  F  sin. sin.  ,  et  cos. =r:cos. 

22  22  2 


cos COS.  Z  Sin.  sin.  ;  je  donne  a  cos.  Z  le  signe  — ,  parce 

2  22' 

que  je  suppose  l'angle  Z  obtus.  Donc,  faisant  ces  substitutions ,  et  divisant 
toute  l'équation  par  sin.  —^  ,  elle  deviendra  ^'  cos.  V  —  cos.  Z  =  o  , 

d  où  7'  ==  - — "— .  Mais ,  par  ia  propriété  générale   des   trianglei 

COS.  V 
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sphériques ,  on  a  '  .- 

sin.   V  sin.  Z  sin.  M 


=   f^', 


sin.  ■ ■  sin. 


donc    sin.   V  zz^  fj.  sin.  ^ ,  sin.  Z  =:  «  sin.   -^ ,  et  Jc-l;i. 


cos  ,      ,  .      , 

2 


iubsituant  ces  valeurs,  on  aura  l'ccjuation  du  premier  ordre  (ju'il  s'agissait 

de  retrouver. 

Si  i'au'de  Z,   que  nous   avons    supposé  obtus,   était   aigu,   aiiui   que 

1         t     1.  '         .  /  COS.  Z  •        II      .    t 

l'angle  V ,  alors,  au  lieu  de  1  équation  i    m  - — -—-on  aurait  celle-ci  j' 

-j ^^ z=zi  o  ,  qui  ne  diffère  que  par  le  signe  de  ^ ,  et  dont  i "équation 

primitive  sera  la  même. 

82.  Voici  encore  une  considération  essentielle  sur  ces  sortes  d'équations  : 

l'équation    du    n.°     80    étant    mise   sous    cette    forme    -— -- — '- -, 

1  y  (A  -^  Bcos.  i) 

,  supposons  que  ju   soit  la  fonction   primitive   de 


"/ (A  -t-    Bcoi.u) 


t 


V  (  A   -i-   B  COS.  u) 


,  fi  sera  pareillement  la  fonction  primitive  de 


i 


— 1^ — ,  7  étant  regardé  comme  une  fonction  de  //,  dont  7' 
V  (A  ^   B  COS.  i)         ^  °  '  c 

est  la  fonction  prime.   Ainsi ,  en  repassant  aux  fonctions  primitives ,  on 

aura  sur-le-champ  cette  équation  primitive 

fl  =/«  -+-  ^^ 
a  étant  la  constante  arbitraire. 

Cette  équation  devra  donc  comcider  avec  celle  que  nous  avons  trouvée 
dans  le  numéro  cité,  et  où  la  constante  arbitraire  est  m  ;  par  conséquent 
sa  constante  arbitraire  ne  pourra  être  qu'une  fonction  de  la  constante 
arbitraire  vu  Soit  donc  a  =  Fm  ,  on  aura  fizzzfu  -]-  F  m  ;  mais  m  est 
ia  valeur  de  i,  lorsque  w  =:  o;  supposant  donc,  pour  plus  de  simplicité, 
que  la  Ioaction/«  soit  prise  de  manière  qu'elle  soit  luilie,  lorsque  uz^ziOt 
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il  faudra  qu'en  faisant  u   :zzz   o  ,  on  ait  aussi  3   rzr  .'.7  ,  par  conséquent  on 

■duva.  fin  -^z^   Fin;  donc    i'cquation   primitive   qu'on    vient    de     trouver 

deviendra  j i  ^:=^fii  -\-j  "i ,  ù  laquelle  satisfera  cetie  reiition  algébrique 

Z                   !'                 .          z        .          il       /       A  -^  B  COS.  m      .  m   . 

COS.  — —   COS. 1—   sin.  sin.  - — Y    ( : ; J-zzzcos.  —  ; 

•      *        -2  ,       2.  ■  22  '^-1-j3  '  2 

Ainsi,  quoiqu'on  ne  puisse  pas  trouver  la  forme  algébrique  des  fonctions y«, 
fi,  fin,  0!i  peut  néanmoins  trouver  une  relation  algébrique  entre  trois 
quaiuilés  2,  u  ,  m  ,  telle  que  l'on  ah  fyziz:  f  u—\—fni.Donc  aussi,  si  dan* 

iéquation  précédente  on  change  ^  en  j ,  et  «  en  i ,  on  aura  cos.  —  cos.  -^ 

3'       .          z      -  /        A  -{-  B  COS.  '"      ,                    m  ^  ^ 

-{-  sm.  sm.  V  ( -— /  =  COS. ,  etfy=fi-i-fiii. 


X 


i      Et  changeant  encore  j  en  x,  1  en  j,  ce  qui  donnera  cos. cos.  — — 

.         X       .  y         ,  A   -+-   B  co;.  m         .  m 

-4-   sin.  sm.  y    (  y  ■::zi  cos. ,  on  aura 

2  2  '  A  -^  B  X 

de  mcme/.v  zr=  /;'  H—  fm;  et  ainsi  de  suite. 

On  aura  donc  successivement  fi  z=z  fu  —\-fm  ,  fy  "^^fu  —H  ^.fm, 
fx  =:^  fu  -\—  )  f"! ,  &c.  ;  et  les  relations  entre  j  ,  u  et  //; ,  entre  X' 
u  et  m,  &ic.  se  tireront  des  relations  précédentes  ,  en  éliminant  d'abord  ^, 
ensuite  _y,  &c. 

On  peut  appliquer  cette  théorie  à  la  forme  générale  de  l'équation  que 
nous  avons  considérée  dans  le  n."  7 cj ,  et  en  tirer  des  conclusions  sem- 
blables; mais  si  on  rapporte,  comme  dans  le  n."  81,  les  formules  précé- 
dentes aux  triangles  sphériques  ,  il  en  résulte  une  construction  élégante 
que  voici  : 

Soit  formé  un  triangle  sphérique ,  dont  les  trois  côtés  soient  3,  «■  m 
(  pour  éviter  les  iractions  ,  je  substitue  les  quantités  23,  2  .v ,  z  ni ,  à  la 
place  de  i,  u,  »i  dans  les  formules  du  numéro  cité  ) ,  et  où  l'angle  entre  u 
et  m  soit  obtus  ,  l'angle  compris  entre  les  deux  côtés  tf  et  3  demeurant 
constant  ;  qu'on  transporte  successivement  le  côté  m  le  long  de  ces  mêmes 
côtés  prolongés  ,  de  manière  qu'il  en  résulie  une  suite  de  triangles  ,  dont 
chacun  ait  toujours  un  côté  commun  avec  le  triangle  précédent,  et  qui 
^ie:tt"tous  le  même  côté  m,  et  l'angle  commua  /I/ opposé  à  ce  côté,  alors, 

si 
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si   les  côtés  qui  comprennent  cet   angle  sont   successivement  pour  ces 
diffcrens  triangles  u  et  i,  i  et  y  ,  y  et  x ,  &;c.  on  aura 

fz  =fu  -i-f>n  ,  fy  =zfu  -H  if'it .  fx  =:fu  H-  3  fm ,  c^( 


:c. 


fu  ctant  la  fonction  primitive  Je  la  fonction  —r-, ,   et  ainsi 

■^  V  (i.  —  jA,-  sin.  u^) 


des  autres  lonctions  semblables  ,  ou  pL  =r: 


sin.  ;;; 


De-lii  on  peut  trouver  facilement  les  valeurs  des  côtes  y,  .v ,  &:c.  Jes 
nouveaux  triangles  ;  car ,  eu  considérant  les  triangles  isocèles  formés  par 
leTucme  côté  m  transporté  alternativement,  les  perpendiculaires  abaissées 
de  leurs  sommets  couperont  les  bases  en  deux  parties  égales,  et  les  triangles 
rectangles  formés  par  ces  perpendiculaires  et  par  les  côtés  qui  comprennent 
l'angle  commun  A4,  donneront  tout  de  suite,  par  l'analogie  connue  pour 
les  triangles  rectangles,  ces  équations 

tang. :=:=   cos.  M  tang.  3, 

X   -A-   1 

•-  tang.  • ■  ■z:=.  cos.  M  tang.  y , 

&c. 

Et  si  on  fait  u  =r  m  ,  en  sorte  que  le  premier  triangle  soit  Isocèle ,  on 
aura  de  plus  l'équation 

tang.    nz  cos.   M  tang.  m , 

et  l'on  aura  alors  '  * 

h  =   2/w,  //   =   3////,  fx  d=:  ^fm.  Sec. 

Nous  remarquerons  ici  que  celte  construction  est  pour  les  triangles 
sphériques ,  ce  que  la  construction  du  problème  ip  des  questions  géomé- 
triques de  l'arithmétique  de  Newton,  est  pour  les  triangles  rectilignes. 

En  effet ,  si  on  rend  rectilignes  les  triangles  sphériques  dont  les  cotés 
sont  ///,  «  ,  1'  y  >  ^'c-  les  équations  ci-dessus  deviennent  i  z=:  2  ///  cos.  M , 
u  -\-  y  r=z  z  icos.M,  x  -i-  i  =  2  y  COS.  M ,  &c.  ;  el  il  est  facile 
de  prouver  qu'alors  la  fonction y"«  devient  proportionnelle  à  l'angle  dont 

I  •  "     *'"•    ^^  I  >  I  A      /  ■  I  . 

le  suius  est ;  de  sorte  qu  en  prenant  le  cote  m  pour  le  smus 

Je  l'angle  opposé  M,  on  aura 

Z  =  sin.  2  AI,  ji  =  sin,  3  A^f,  &c.  •'-•■.-''     ''  ■  - 

M 
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83.  Nous  nous  sommes  un  peu  étendus  sur  les  propriétés  des  fonctions 
de  ia  forme  fu ,  parce  que  les  géomètres  s'en  sont  beaucoup  occupés ,  et 
que  ces  fonctions  se  présentent  dans  la  solution  de  plusieurs  problèmes. 

Si  on  demande,  par  exemple,  le  mouvement  d'un  pendule  qui  oscille 
d'une  manière  quelconque,  nommant  r  la  longueur  du  pendule,  ^^  Sangle 
dont  il  est  éloigné  de  la  verticale  dans  un'instant  quelconque,  a.  la  plus 
grande  valeur  de  ■\' ,  (l  \dL  plus  petite  ,  supposant  la  gravité  égale  à 
l'unité ,  et  faisant 

i\n,uz=^y( ), 

'  CO6.  /3  —  COS.  a. 

,    ,  COS.  /î"    —    COS.  a*  , 

^    =    '^  (~r Z T^ ■ ~)  > 

(COS.  /3    -+-    COS.  a.)     -+-    sin.  a. 

-//  a  (^cos-  ^  -<-   COS.  t) 

(coi.  li   -+-   COS.  a)'  -+-   sin.  a.' 

on  aura  A  yrfu  pour  l'expression  du  temps  depuis  le  point  le  plus  bas , 
en  supposant ,  comme  ci-dessus, 

•^  >^  (^i    —   /^"  sin.  u''J 

La  vitesse  angulaire  de  rotation  autour  de  la  verticale,  sera  exprimée 
par 

V  2  .  sin.  a  sin.  & 


Vrx  sin.  4"  "  v^^'cos.  a.  -+-  cos.  )â 

et  sera  par  conséquent  nulle  lorsque  le  pendule  passera  par  la  verticale, 
dans  lequel  cas  on  a  /2  z=:   o  ;  c'est  le  cas  des  oscillations  ordinaires. 

84.  On  peut  appeler  analyse  directe  des  fonctions,  la  manière  de 
trouver  les  fonctions  et  les  équations  dérivées  ,  parce  qu'elle  n'est  fondée 
en  effet  que  sur  des  méthodes  directes ,  et  qu'elle  n'emploie  que  des 
opérations  (ju'on  peut  toujours  exécuter  par  les  règles  que  nous  avons 
exposées.  Mais  la  manière  de  revenir  de  ces  fonctions  et  de  ces  équations 
:i  celles  d'où  elles  peuvent  être  dérivées  ,  et  qu'on  peut  regarder  comme 
leurs  primitives,  forme  une  autre  partie  de  l'analyse  àa  fonctions,  qu'on 
peut  appeler  aiialpe  inverse ,  parce  qu'elle  dépend  des  mêmes  méthodes  et 
des  mêmes  règles  ,  mais  prises  inversement ,  et  qui ,  par  cette  raison ,  ne 
s'appliquent  pas  toujours  avec  ia  mê^e  facilité  ni  le  niùne  succès.  Il  eu 


DES    FONCTIONS    A  N  A  L  V  T  I  Q  L-' I  S.  91 

est  Je  ces  deux  parties  de  l'analyse  des  fonctions,  comme  de  celles  de 
iarithmétique  et  de  l'algèbre  ciiii  ont  pour  objet  les  opérations  directes 
de  la  multiplication  et  de  l'clcvation  aux  puissances,  et  les  opérations 
inverses  de  la  division  et  de  l'extraction  des  racines.  Les  opérations  de  la 
première  espèce  sont  toujours  possibles  par  les  règles  connues,  et  donitent 
toujours  des  résultats  exacts  ;  celles  de  la  seconde  espèce  ,  au  contraire  <  ne 
le  sont  que  dans  certains  cas ,  au  moins  rigoureusement ,  et  dans  tous  les 
auti-es  elles  ne  peuvent  donner  que  des  résultats  approchés.       ■  ;  - 

L'analyse  directe  des  fonctions  est  donc  renfermée  dans  les  règles  que 
nous  avons  données  pour  trouver  les  fonctions  dérivées,  du  moins  pour  ce 
qui  regarde  les  fonctions  d'une  seule  variable.  Quant  à  l'analyse  invtrse, 
elle  dépend  aussi  des  mêmes  règles  ;  mais  la  difncuhé  consiste  dans  leur- 
application  aux  différens  cas. 

Nous  avons  indiqué  les  méthodes  connues  pour  les  principales  formes 
de  fonctions  ou  d'équations ,  et  nous  nous  sommes  sur-tout  appliqués  à 
bien  établir  les  principes  généraux  de  cette  analyse  inverse. 

Comme  notre  dessein  n'est  pas  d'en  donner  un  traité  complet ,  nous 
n'ajouterons  point  ici  d'autres  détails  ;  mais  ceux  qui  savent  le  calcul 
diflérentiel.,  ne  peuvent  manquer  d'apercevoir  déjà  la  conformité  de 
l'analyse  des  fonctions  avec  ce  calcul ,  et  la  correspondance  des  analyses 
directe  et  inverse  avec  les  deux  parties  de  ce  calcul  qu'on  appelle  Céi/culs 
différentiel  et  intégral.  Ainsi ,  il  leur  sera  aisé ,  s'ils  le  jugent  à  propos  ,  de 
transporter  aux  fonctions  les  différentes  méthodes  d'intégration  trouvées 
jusqu'à  présent.  Nous  démontrerons  plus  bas  cette  conformité ,  d'inie 
manière  directe  et  rigoureuse.  Nous  aurions  mcme  pu  commencer  par  là, 
et  rappeler  ainsi  tout  de  suite  notre  analyse  des  fonctions  au  calcul 
différentiel  ;  mais  la  marche  que  nous  avons  suivie  ,  nous  a  paru  plus 
propre  à  remplir  l'objet  que  nous  nous  sommes  proposé,  et  qui  consiste 
uniquement  à  lier  cette  branche  de  l'analyse  avec  l'analyse  élémentaire,  sans 
la  faire  dépendre  ni  mcmexien  emprunter  d'aucune  considération  étrangère. 

85.  Nous  n'avons  encore  traité  que  des  fonctions  d'une  seule  variable; 
il  n'est  pas  difficile  d'étendre  la  théorie  de- ces  fonctions  aux  fonctions  de 
deux  ou  de  plusieurs  variables.  % 

^         M  2 
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Soit/^.v,  y)  une  fonction  quelconque  de  deux  variables  x  ti  y ,  qu'on 
regarde  comme  indépendantes  l'une  de  l'autre.  Si,  dans  cette  fonction, 
on  met  à-la-fois  a- -4-/  à  la  place  de  x ,  etyH— o  à  la  place  de  y ,  i  et  o 
étant  deux  quantités  indéterminées ,  qu'ensuite  on  développe  la  nouvelle 
fonction  ffx  —H  / ,  y  —h-  oj  ,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  /'  et  o,  il 
est  clair  que  le  preinier  terme  ,  sans  /  ni  o  ,  sera  f(x,y)  ,  et  que  les  autres 
seront  de  nouvelles  fonctions  de  x  et  de^,  multipliées  successivement  par  /, 
0,  i' ,  io.  o\  /' ,  Sec;  ces  fonctions  dérivent  de  la  fonction  primitive 
f(x ,  y) ,  et  c'est  la  loi  de  cette  dérivation  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Pour  y  parvenir  de  la  manière  la  plus  simple  ,  on  commencera  par 
suppibser  qu'il  n'y  ait  que  la  variable  x  qui  devienne  x  —h-  ; ,  la  variable  y 
demeurant  la  même.  Dans  ce  cas,  désignant,  comme  on  l'a  fiit  jusqu'ici , 
par  /' ,  f"  ,  f"  .  &c.  les  fonctions  primes  ,  secondes  ,  tierces  ,  &c.  rela- 
tivement à  .V  seul ,  on  aura 

Subsiituons  maintenant  par  tout  y  —\-  o  à  la  place  de  y,  on  aura 
ff  X  ^\-   i,  y  -}-  0  J   zrzffx,  y  -^  oJ   -+-  if    (x,    y   -H    o  ) 

H--f /V-v./   -+-   o)  -^-^f"'(x,y  -H   .;  -H-  &c. 

Or  ,  si  on  désigne  maintenant  par  y] ,  /^ ,  /^,, ,  &;c.  les  fonctions  primes, 
secondes  ,  tierces. ,  &;c.  relativement  à  j  ,  il  est  clair  que  la  fonction 
f(x,  y  H—  o) ,  considérée  comme  fonction  de  y  H—  o,  et  indépen- 
daninient  de  .y,  deviendra 

■   K^')-)   -H  of,{x,y)   -^^fjx,y)   -f-  -^  fjx.yj+^c. 

^  •  ■)       . 

De  même,  en  supposant  toujours  que  les  traits  appliqués  au  bas  de  la 

lettre/,  indiquent  des  fonctions  primes,  secondes,  &.c,  relativement  -a  y, 

des  fonctions  déjà  désignées  par/',  /' ,  &.c.  on  aura 

j'(x,y  -+-  o)  =zf'(x,y)  -,-  oj:(x,y)  -H  -^fifx^y)  -+-  &c., 


/Y.v.y  -H  o)z=^f(x,y)-^  of!'(x,yJ-^-^j"Jx,yJ  -+-  &c.. 
et  ainsi  de  suite. 
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Faisant  donc  ces  substitutions ,  et  ordonnant  les  termes  par  rapport  aux 
puissances  et  aux  produits  de  /  et  o  ,   on  aura 
f(x   -+-   i,  y   -\-   0)   =^f(x,  y)    -f-   iffx.yj   -^   0  fj  x ,  y  J 

♦-+-      i  /"{■^■'yJ-^^0f:(X,yJ-i-    f  //.V,  y)-^-J-J"'^,,yJ 


-f:  (^■'  y)  -H  -V/:  (■''>)  -^  ■:r^fJ-'  y)  h-  ^^^-^  > 


■  3 


où  la  forme  générale  des  termes  est 


■'  ■-•3-  •  ■"')    (i-^-l--  ■") 


r.i-'y)' 


^6.  Dans  le  procédé  que  nous  venons  de  suivre  pour  avoir  le 
développement  de  f  (x  H—  /  ,  v  —I—  0  )  nous  avons  commencé  par 
substituer  dans/z'.v,  j^^x-H/pour  x,  et  nous  avons  développé  suivant/,  nous 
avons  ensuite  substitué  dans  tous  les  termes  de  ce  développement  j  — f-  o 
pour  V  ,  et  nous  avons  ensuite  développé  suivant  0.  Or  ,  il  est  vi.sible 
qu'on  aurait  identiquement  le  même  résultat,  si  on  commençait  par  la 
substitution  de  /  -H  0  pour  y  ,  et  par  le  développement  suivant  u ,  et 
qu'on  fit  ensuite  la  substitution  de  .v  H—  /  pour  .v  ,  et  le  développement 
suivant  /.  De  cette  manière  ,  on  aurait  d'abord  les  fonctions  primes  , 
secondes ,  &c.  relativement  ■\  y  ,  savoir  ,f,(x,y),  f^  ( x  ,  y),  8ic.  ;  ensuite 
on  aurait  les  fonctions  primes  ,  secondes  ,  &c.  de  celles-ci ,  ([ui  suivant 
la  notation  que  nous  ven^s  d'établir,  seraient  représentées  par^/^A-,  yj , 
f"  (x ,  y) ,  &c.,//  (>^>  y) >  j"„(^>y)'  "^c.  ;  et  on  obtiendrait  ainsi  la  même 
formule  que  ci-dessus  ,  comme  cela  doit  être.  Or,  dans  le  premier  procédé  , 
la  fonction /Y -^^  y)  s'obtient  en  prenant  d'abord  la  fonction  prime  de 
f(x,  y)  relativement  à  .v,  ce  qui  donne /Y-v,  y)  ,  et  ensuite  la  fonction 
prime  de  celle-ci  relativement  ù  y  ;  et  dans  le  second  procédé  la  même 
fonction  s'obtient  en  prenant  d'abord  la  fonction  prime  Aiif(x,y)  relati- 
vement àj,  ce  qui  donne  f,(x,y) ,  et  ensuite  la  fonction  prime  de  celle-ci 
relativement  à  .v.  D'où  il  suit  ([u'il  est  indifférent  dans  quel  ordre  se  fasse 
la  double  opération  nécessaire  pour  passer  de  la  fonction  primitive /^v,  y^ 
à  la  fonction  dérivéey/^.v ,  y)  ;  et  comme  on  doit  dire  la  même  chose 
des  autres  fonctions  marquées  par  des  traits  placés  au  haut  et  au  bas  de 
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la  caractcilîtique  /,  on  en  peut  conclure  en  gcncral  que  les  opérations 
indiquées  par  ces  traits  sont  absolument  indépendantes  entre  elfes,  et  qu'elles 
conduisent  aux  mêmes  re'sultats ,  quelqu'ordre  qu'on  suive  ,  en  prenant  les 
fonctions  primes  relativement  et  à  .y  et  à;-,  indiques  par  chacun  des  traits 
supérieurs  ou  inférieurs.  Ainsi,  par  exemple,  on  aura  également  la  valeur 
Je  /"  (x,y) ,  en  prenant  I4  fonction  seconde  de  f{x  ,yj  relativement  àx  , 
et  enswtela  fonction  prime  de  celle-ci  relativement  à/,  ou  en  prenant 
d'abord  la  fonction  prime  de  ffx.yj  relativement  à  v,  et  ensuite  la  fonction 
seconde  de  celle-ci  relativement  à  .v,  ou  bien  en  prenant  la  fonction  prime  de 
ffx  ,y)  relativement  à  .v ,  ensuite  la  fonction  prime  de  celle-ci  relativement 
à  V ,  et  enfin  la  fonction  prime  de  cette  dernière  relativement  à  x  ;  et 
ainsi  des  autres. 

2j.   Soit,    par   exemple , /^A- ,  y)   =  xV(^xy   -H-  ;■'/-  on   aura 
'la   fonction   prime   relativement  à  x,f'(x,y)  =  V  (zxy  -H  f' ) 

^ ,    et  sa  fonction   prime   relativement   à  y  sera 


V  (z  X  y  -t-  /; 


X-  -+-  xy 


_ =r  f^(x ,  y)  ;  ensuite  la  fonction  prime  def'^x,  y) 


relativement  à  y ,  sera  -— rr-  H — ^ —  Jt  (  x ,  yj , 

'       ^       ^  {zxy  -^  y  )   ^ 

et  la  fonction  prime  de  f/x ,  y)  relativement  à  x  sera    ^^~  ^^  J ^^^ 
(^•^"  -*-  ^yiy jT'  ^y  ^  yj_    Quoique  ces    deux   expressions   de 

(z  xy   -t-  f)  ~^ 

fl(x,  y)  paraissent  différentes,  elles  sont  cependant  identiques;  car  elles 

ee  réduisent  l'une  et  l'autre  à    ^  '  "^  ^    '  '^    'T  ^     •  Ensuite,  en  prenant 

(zxy  -t-  ;V  ' 

la  fonction  prime  def'(x,  y)  relativement  à  .v ,  c'est-à-dire  la   fonction 

-  y 
seconde  de  ffx,  y  J  relativement  à  .v,  on  dmaf'fx^yj  =^-y—^^-^7j 

l2 ^:::z  —    ^     — ;  et  prenant  maintenant  la 

(zxy  -^  yj'^  (2.x  y  H-  y  y    ' 
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fonction  prime  de  celle-ci  relativement  ;i  v,  on  aura,  aprci  Ici  rcJuctions, 

(zxy   -)-   y'-)  - 

De  incme,  en  prenant  la  fonction  prime  i\qj'(x,  y)  relativement  à  a-, 
ont  rouvera  . 

et  ainsi  Je  suite.        ■.'.''  ■  ' 

8  8.  Il  résuite  de-là,  que  pour  que  des  fonctions  données  de  .v  et  y  puissent 
êti'e  prises  pour  des  fonctions  dérivées  d'une  même  fonction  primitive,  il 
faut  qu'elles  satisfassent  à  certaines  conditions. 

Ainsi,  si  F(x,  y)  et  <p^.v,  y)  représentent  des  fonctions  données 
de  Af,  ^;  pour  qu'on  puisse  supposer  F(x ,  y)  ^zf  (x ,  y) ,  et  <p(x,  y) 
•=.f,(x,  y) ,  il  faudra  que  l'on  ait  fY-^'  )')  =  ^,(^'  j)  =  i' (^,  y)- 
Et,  en  général,  pour  qu'on  puisse  supposer  F(x ,  y)    izz.  f'l(x ,  y)  ; 

eiç(x,yj-fjx,  y),  il  faudra  que  l'on  ^^if[1\{s, y]  =  F'^  ( x  ,  y) 

Par  exemple,  si  F(x,  y)  z=  ^..  ^  ^.  .  (p(x,y)r=z—  ——1^ 
on  pourra  supposer  F  (x  ,  y  )z=:f'  (x  ,  y)  ,  (p(>: ,  y)   =  f,(^  >  y)  !  car' 

,Y*     —     V* 

on  trouve  F^(x ,  y)  :=.—— — -  -^zcp' (x,  y) ;  mais  on  ne  pourrait 

(.V    -^  y  ) 

pas  supposer  F  (x  ,  y)   =  /'  (x  ,  y),  et  Qf(x,  y)   r=  j"  (x  ,y)  ;  car  alors 
il  fiudrait  que  F' (x ,  y  )   iz^  Ç,(x,  y)  ,  ce  qui  n'est  pas. 

89.  Les  fonctions  de  deux  variables  engendrent  donc  différentes  sortes 
de  fonctions  dérivées  relatives  à  chacune  de  ces  variables.  Comme  nous 
avons  distingué  ces  fonctions  dérivées  par  des  traits  supérieurs  qui  se 
rapportent  à  l'une  des  variables  .v ,  et  par  des  trait.s  inférieurs  qui  se 
rapportent  à  l'autre  variable  y  ,  nous  nommerons  fonctions  primes., 
secondes ,  &c.  selon  x  ou  y  ,  les  fonctions  marquées  par  de  seuls  traits 
supérieurs  ou  inférieurs,  et  nous  nommerons  simplement  fonctions /ja//«c»- 


cj6  THÉORIE 

primes ,  secondo-prhnes ,  primo-secondes ,  ficc.  les  fonctions  marquées  à  la 
fois  par  des  traits  supérieurs  et  inférieurs;  en  énonçant  le  trait  supérieur 
le  premier  et  iinféiieur  le  second. 

90.  A  l'imitation  de  ce  que  nous  avons  pratiqué  pour  les  fonctions 
d'une  seule  variable,  si  on  regarde  1  comme  une  fonction  de  .y  et  j  , 
on  pourra  dénoter  par  ■^ ,  1^ ,  ■£ ,  ^' ,  ^^  ,  &;c,  ces  différentes  fonctions 
dérivées ,  en  appliquant  à  la  lettre  1  les  mêmes  traits  qu'on  appliquerait 
à  la  caractéristique  /de  la  fonction /^^a- ,  y)  ,  qu'on  suppose  représenter 
la  valeur  de  3 ,  et  on  nommera  ces  fonctions  de  la  même  manière. 

Ainsi ,  .V  devenant  x  -4-  ; ,  et  j  devenant  y  —H  0 ,  la  quantité  i ,  fonction 

de.v,j,  deviendra  fn.'  8^)  ^  -^  /  ^'   -4-  i^,   H \ —  s"-+-'<^3/-+- 

le  terme  générai  de  cette  série  étant,  comme  dans  l'endroit  cité, 

t    0 


('1.2.3....  '"z*    (^  •  -•  3 


V 


cj  r .  A  l'égard  de  la  manière  de  trouver  ces  différentes  fonctions ,  il  est 
clair  qu'il  n'y  a  qu'.\  suivre  les  mêmes  règles  que  pour  les  fonctions  d'une 
icule  variable;  les  traits  supérieurs  de  la  caractéristique  indiquant  l'ordre 
de  la  fonction  dérivée  relativement  à  X'  seul,  et  les  traits  inférieurs  indiquant 
l'ordre  de  la  jonction  dérivée  relativement  à_y  seul. 

Ainsi,  en  prenant  les  fonctions  primes  de  1,  selon  .v  et^',  on  aura  les 
valeurs  de  3'  et  i,  ;  et  de -là,  en  prenant  encore  les  fonctions  primes 
relativement  à  at  et  à  j,  on  aura  les  fonctions  dérivées  du  second  ordre  7", 
3',  1^^;  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  bon  de  remarquer  ici  que  pour  les  fonctions  de  deux  variables , 
H  y  a  deux  fonctions  dérivées  du  premier  ordre  "^  et  ^^ ,  trois  du  second 
ordre  7",  j',  i„'  ^*--  "-'^  ^ok\s.  que  pour  l'ordre  /«""'  il  y  aura  un  nombre  m  -f-  i 
de  fonctions  dérivées.  ■ 

#■  .  • 

p2.  Si  la  fonction  3  n'était  donnée  que  par  une  équation  entre  x.y ,  1 ,  on 

considérerait  que,  comme  cette  équation  doit  avoir  lieu,  quelles  que  soient 

les 
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les  vaIem-5  de  .v  eiy ,  elle  aura  aussi  lieu  en  y,  menant  .v  -1-  /  et  y  -|-  0  à 
la  place  de  .v  et  y ,  quelles  que  soient  les  quantités  /  et  0 ;  de  sorte  qu'eu 
développant,  après  cette  5ul)>liiuuoii ,  l'équation  suivant  les  puissances  et 
les  produits  de  /'  et  0  ,  il  faudra  que  les  termes  multipliés  par  une  même 
puissance  ou  produit  de  i  et  0 ,  forment  da  équations  séparées.  Mais 
nous  venons  de  voir  que  dans  le  développement  d'une  ioiiction  de  .v  et  y , 
les  termes   multipliés   par   ;   donnent    la  fonction   prime  selon  .v ,    ceux 

multipliés  par  0  donnent  la  fonction  prime  selon  ^,  ceux  multipliés  par 

la  fonction  seconde  selon  .v ,  8<c.  Donc,  ayant  une  équation  quelconque 
entre  x ,  y ,  1,  et  regardant  1  comme  une  fonction  de  .v  et  v  donnée  par 
cette  équation  ,  on  pourra ,  en  prenant  les  différentes  fonctions  dérivées 
de  tous  ces  termes  ,  en  déduire  autant  d'équations  dérivées  de  différcns 
ordres,  qu'on  appellera  de  mcme,  équations  primes,  secondes ,  txc.  selon  v 
ou  V  ,  e'quûtions  primo-primes ,  secoiulo-primes  ,  &:c.  et  en  général,  e'tjuations 
dérivées  du  premier  ordre ,  du  second  ordre  ,  &;c.  Ces  équations  serviront 
à  trouver  les  valeurs  de  "^ ,  1^ ,  ^"  ,  z^ ,  z„  >  &^c. 

Si  donc  on  représente  par  F(x ,  y ,  1)  :=  o  l'équation  proposée  pour 
îa  détermination  de  1  >  ^t  qu'on  désigne  simplement  par  F'  (x)  ,  F'  (y ) , 
F'  (i)  les  fonctions  primes  de  F'(x,  y,  1)  >  prises  relativement  à  x,y ,  i> 
considérées  séparément  et  comme  des  variables  indépendantes,  il  est  aisé 
de  voir,  par  les  principes  établis  (n.°  ^i )  pour  les  fonctions  d'une  seule 
variable,  que  i\^F'  (x)  -+-  z!  ^'fzJ]  ^^^^  ^t;  terme  affecté  de  /' , 
et  0  [  F'  (y)  — f-  1,  F'  (1)  ]  '^  terme  affecté  de  0  dans  le  développement 
de  F  (x  ,  y  ,  1) ,  après  la  substitution  de  .v  -i-  i  et  y  H—  o  pour  .v  et  y  ,; 
Z  étant  regardé  comme  fonction  de  .v  et  y. 

Ainsi,  F'  (x)  H—  c  F' (  i  )  sera  la  fonction  prime  relative  à  .v  , 
et  F'  (y)  — f-  7^1  F'  (1)  la  fonction  prime  relative  à  y  de  F(x ,  y ,  1)  ;  dc: 
sorte  qu'on  aura  ces  deux  équations  primes 

^V-v;  H-  îf'(z)  =:   o,  F  (y)  -^  iJ'(i)  =  o; 
4'où  l'on  tire 

_  F-(x)  _   _FJy)_ 

f  (l)     '   ^'   ~  F'  (i)     ' 

Ayant  ainsi  les  valeurs  de  ^'  et  i, ,  o\\  en  déduira  cclltâ  de  ï  ,  z  ,  i^^,  Sic; 

■  ■       -  n'    " 
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en  prenant  Je  nouveau  ies  fonctions  primes  Je  cdies-ci  relatives  à  x  et  y  ; 

et  ainsi  Je  suite. 

03.  On  peut  aussi  rappeler  îinméJiatement  cette  théorie  à  celle  Jes 
fonctions  J'une- variable,  en  regarJant  i  comme  Jonné  en  .v  et  j,  et  _y 
comme  une  fonction  inJcterminée  Je  .v.  Ainsi ,  en  regarJant  J  aborJ  3 
comme  fonction  Je  .v ,  la  fonction  prime  Je  F fx ,  y ,  1)  sera,  par  les 
principes  Jii  n.''  31  ,  t'  (x)  -\-  y'  F' (y)  H-  7I  F' (i)  ;  mais  3  étant 
consiJéré  comme  fonction  Je  x  et  y,  et  y  comme  fonction  Je  x,  la  fonction 
prime  Je  3  sera  représentée  par  -^  — f-/  Zi  >  •'nettant  cette  valeur  à  la  place 
Je  2'.  on  aura  F' (x)  -H  iF'(i)  -H  y' {F' (y)  -H  T^f  (i)-]  pour 
ia  fonction  prime  Je  F(x ,  y  ,  7). 

Donc  ,  ayant  l'équation  F(x ,  y,  1)  z:z:  o  ,  on  aura  l'équation  prime 

/Y-vy  H-  c'^^Vc;  -4-  y'[F'(y)  -^  ô^Y-J]   =  o. 
^  Mais  y  élant  regarJé  comme  une  fonction  inJéterminée  Je  x ,  l'équation 

précéJente   Joit    avoir  lieu  ,    quelle    que  soit   la   fonction  y'  ;   elle   se 
Jécomposera  Jonc  en  ces  Jeu\-ci, 

F'{x)  -+-  tF(z)  ^o,F(y)   -+-   zJ'd)   ^  o, 

comme  plus  haut. 

On  pourrait  trouver  Je  la  mcme  manière  les  équations  Jérivées  Jes 
orJres  supérieurs. 

04.  Puisque  les  fonctions  Jérivées  Je  Jeux  variables  se  forment  Je  la 
même  manière ,  et  par  les  mêmes  règles  que  celles  J'une  seule  variable  , 
en  consiJérant  chaque  variable  séparément  et  successivement ,  il  s'ensuit 
que  tout  ce  que  nous  avons  Jémontré  sur  les  fonctions  J'une  seule 
variable  ,   peut  s'appliquer  Je  mcme  aux  fonctions  Je  Jeux  variables. 

Ainsi  ,  il  sera  facile  J'étenJre  aux  fonctions  Je  Jeux  variables ,  la 
méthode  générale  que  nous  avons  exposée  pour  le  développement  eu 
série  rationnelle  Je  toute  fonction  J'une  variable,  et  J'en  JéJuire  Jes 
résultats  semblables.  (  Voyez  Id  seconde  Partie). 

Enfin  ,  il  est  visible  qu'on  pourra  traiter  aussi  par  les  mêmes  principes 
les  fonctions  Je  trois  ou  J'un  plus  grauJ  nombre  Je  variables,  puisqu'il 
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ne  s'agira  que  Je  rcpct^r  les  munes  opcratious  séparément  pour  chaque 
variable. 

Nous  nous  contenterons  donc  ici  Je  présenter  les  observations  les  plus 
importantes  sur  la  nature  et  l'usage  Jes  fonctions  et  Jes  équations  dérivées 
entre  trois  variables. 

^5.  Considérons  en  général  l'équation  F(x,  y,  1)  ^=  o  >  ^'^^  donne 
(n."  p2)  les  deux  équations  primes  F' (x)  -f-  z' t' (l)  r:=  o  et  F' (y) 
H—  Zi^' (l)  ^^  O'  ^"^  auront. par  conséquent  lieu  en  même  temps  que 
la  proposée.  Donc  une  combinaison  quelconque  de  ces  trois  équations  aura 
Jieu  aussi,  et  pourra  par  conséquent  tenir  lieu  de  l'équation  primitive. 

Soient  a  et  ù  deux  constantes  quelconques  contenues  dans  la  fonction 
Ffx ,  y  ,  ij ,  ces  constantes  seront  les  hièmes  dans  les  fonctions  ciérivées 
F'fxJ,  h'  (y)  ,  F' (z)  ;  ainsi  on  pourra,  au  moyen  des  trois  équations 
dont  il  s'agit,  éliminer  ces  deux  constantes,  et  l'équation  résultanie  sera 
une  équation  du  premier  ordre  entre  x ,  y ,  Z'  t!  ^^  Zi  ^"i  renfermera 
deux  constantes  de  moins  que  l'équation  primitive.  Donc,  réciproquement, 
si  on  n'a  pour  la  détermination  de  7  en  x  et  /  qu'une  équation  du  premier 
ordre  entre  .v  ,  y  ,  z>  z'  ^^  Zi'  1  équation  primitive  entre  .v,  y  et  z  de\ra 
contenir  deux  constantes  arbitraires. 

Ceci  est  analogue  à  ce  que  nous  avons  vu  relativement  aux  fonction^ 
d'une  seule  variable  (11."  ^g  )  ;  mais  nous  avons  vu  aussi  (n."  yz)  que 
la  quantité  arbitraire  qui  doit  se  trouver  dans  l'équation  primitive,  peut 
n'être  pas  constante ,  et  donner  cependant  par  l'élimination  la  même 
équation  du  premier  ordre.  La  même  chose  peut  donc  avoir  lieu  ici  ;  et 
il  est  aisé  de  concevoir  qu'on  aura  encore  la  même  équation  du  premier 
ordre  par  l'élimination  des  deux  arbitraires  ^  et  /» ,  quoiqu'elles  ne  soient 
pas  constantes ,  pourvu  que  les  deux  équations  primes  soient  encore  de  la 
même  forme. 

Désignons  simplement  par  F'  (a)  et  F'  (h)  les  fonctions  primes 
de  F(x ,  y  ,z)  <  prises  relativement  aux  quantités  cz  et  /->  contenues  dans 
cette  dernière  fonction;  il  est  aisé  de  voir,  par  les  principes  établis,  que 
si  a  et  h  sont  regardés  comme  des  fonctions  de  .y  et  j  ,  la  fonction  prime  de  F 
(^  •}'  '  1/  relative  à  .v,  devra  être  augmentée  ,  à  raison  des  deux  nouvelles 

N  2 
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variables  ^  et  ^,  Je  la  quantité  a' F' (a)  -\-  V F' (h) ^hx  que  la  fonction  prime, 
relative  à  j,  devra  ctre  augmentée  pareillement  de  a^F'  (a)  -^h^F' (h) . 

Supposons  hz^fa,  on  aura  //  :=z  d f  a  fn."  Ji )  ,  et  par  conséquent 
aussi  b^  -izzi  ^J' ^  >'  '^^''"^  ^^^  quantités  à  ajouter  aux  deux  fonctions  primes 
feront  a' [F  (a)  -+- f  a\c  F'(b)  ]  ,  et  ^i^F  (a)  -+-  fa  x  F  (b)  ]  ; 
par  conséquent  elles  disparaîtront  à  la  fois  en  prenant  a  telle  qu'elle 
satisfasse  à  l'équation  F'  (a)  -^f'n  x  F' (b)  mr  o  ;  la  fonction  fa  de  a, 
qu'on  a  prise  ^x)iir  /; ,  demeurant  absolument  arbitraire. 

De-là  résultent  donc  ces  conclusions  importantes  : 

I .°  Que  l'équation  primitive  qui  satisfait  en  général  à  une  équation  du 
premier  ordre,  doit  renfermer  une  fonction  arbitraire; 

2."  Que  si  pour  une  équation  donnée  du  premier  ordre  on  trouve  une 
t'quation  primitive  F  (x ,  y  ,  i')  ==  o,  qui  renferme  deux  constantes 
arbitraires  a  et  b ,  il  n'y  aura  qu'à  faire  b  :izzfa  ,  et  prendre  a  de  manière 
qu'elle  satisfisse  à  l'équation  F'  (a)  -\-f'a  x  F  (J^J  m  o  ;  la  fonction. 
iîésignée  par /<^  sera  la  fonction  arbitraire; 

3.°  Qu'ayant  une  équation  quelconque  entre  x  ,  y  ,  1  qui  renferme  une 
fonction  donnée ,  on  en  peut  déduire  une  équation  du  premier  ordre  où 
celte  fonction  ne  se  trpuve  plus.  En  effet,  si  (pp  est  la  fonction  qu'on  veut 
faire  disparaître,  p  étant  une  fonction  donnée  de  .v,  v,  1,  il  n'y  aura  qu'à 
prendre  les  deux  équations  primes  ,  suivant  .v  et  suivant  y  ,  de  l'équation 
proposée,  on  aura  trois  équations  qui  renfermeront  (pp  et  cp' p ,  en  désignant 
par  (p' p  la  fonction  prime  de  <pp  prise  relativement  à  p  ;  d'où  ,  éliminant 
ces  deux  fonctions  ,  il  résultera  une  équation  du  premier  ordre  où  ia 
fonction  (pp  ne  se  trouvera  plus. 

5j6.  Soit,  par  exemple,  1  —  nx  —   by  f   =   o   une  équation 

donnée;  les  deux  équations  primes  seront  ;;;'  a  z=:  o  ,    3^  —  /'  zzz  o  ; 

éliminant  a  et  b  de  ces  trois  équations  ,  on  aura  l'équation  du  premier 

ordre  i .v^' V7^ f  :=:  o  ,  dont  i  ax  — ■  by «■  ^zz:  o  sera 

l'équation  primitive,  a  et  b  éiant  les  constantes  arbitraires. 

Maintenant,  en  supposant  i —  ax  —  by  ■ —  c  zrz  F  (x  ,  y  ,  1)  ; 
on  aura  F'  (a)  z=.  —  .v ,  t"'  (l')  =  —  v.  Donc  ,  faisant  b  z=.  j  n , 
ï'équation    pour    déterminer  a  sera  —  x  —  y i  '  '^  ^^^   ^  >  ^^"   ^'*^" 


y 

X 
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tire  f'û  :=:  —  ;  ce  qui  donne  <7  z=:   0   ( •  ) ,  (p  dc.^ignant 

îa  fonction  inverse  de/'.  Ainsi  i;i  fonction/ctant  indctermince.la  fonciion  tp 
le  5cra  aii5îi;  donc  a  et  ù  seront  deux  fonctions   indéterminées   de  —  , 

ou  plutôt   dépendantes    d'une   mtme    fonction    inde'terminée   de 

y 

et  b  H sera  par  conséquent  une  fonction  indéterminée  de  — ^ —  . 

-y  y 

Désignant  donc  cette  fonction  simplement  par  (p  — ^ —    l'équation  primit 
tive  deviendra 

Z  —  yç.  —  f  =  o. 

Si  on  prend  les  deux  équations  primes  de  celle-ci ,  on  aura 

,             ,        -v           I                                              X                     V  .V 

Z  — ;'?  •  >< =o,   et  z^ ç h- y? X— r-r=  o. 

y        y  y  y       y 

Eliminant  de  ces  trois  équations  les  deux  inconnues  ç et  2'  — —  ,   on 

y  y 

aura,  comme  plus  haut,  i  —  .v-'    —  y  Zj  —  c  z=:   o  pour  l'équation 

dérivée  du  premier  ordre,  délivrée  de  ia  fonction  <p . 


5^7.  Cette  propriété  des  équations  primes  de  pouvoir  servir  à  fiûre  dispa- 
raître une  fonciion  cjuelconque  ,  est  très-utile  dans  beaucoup  d'occasions, 
et  sur-tout  pour  les  développemens  en  série. 

Pour  en  donner  un  exemple  ,  soit  proposée  l'équation 
^  Z  =  .r   -^-  yfi 

pom-  la  détermination  de  z,  fz  étant  une  fonction  quelconque  de  7  ,  et 
supposons  qu'on  demande  la  vaiein-  de  z  en  série  suivant  les  puissances  de  v,il 
est  visible  que  les  deux  premiers  termes  seront  x  -\- yfx ;  et  si,  pour  trouver 
1  estermes  suivans  ,  on  suppose  7  ■=.  x  —\—yfx—[~  A  y'  — |—  By'  -+-&ic.  ,  il 
faudra  développer  la  fonciiony  z  suivant  les  puissances  île  y,  et  comparer 
ensuite  les  termes  pour  pouvoir  déterminer  les  valem-s  d^i  A ,  B,  &c.  ;  mais , 
de  cette  manière,  on  n'aurait  pas  la  loi  de  ces  valeurs;  il  y  aura,  donc  de 
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l'avantage  à  employer ,  au  lieu  de  l'équation  proposée ,  une  cqualîon  dit 
premier  ordre  où  la  fonction  fi  ne  se  trouverait  pas. 

Prenant    donc    les    équations    primes    suivant    .v   et    suivant    y,    on 

aura   z!  =^    ^    -^  yf  l  ^  t!  '  ^^  Z,  '=■  fl  -^  yf'Z  ^  3/  '  ^"  dénotant 
par/'z  la  fonction  prime  de /^  relativement  à  7;  d'où,  éliminant/'^,  on 

tired'abord  j^  —  ■^f^ziz.  o.  Mais  l'équation  primitive  donne/jiir:  ^^ •' 

donc ,  substituant  cette  valeur  dans  la  dernière  équation ,   on  aura  cette 
équation  du  premier  ordre,  délivrée  de/^: 

z!  (z  —  ^)  —  yz,  =  o- 

Comme  le  premier  terme  de  l'expression  de  ^  en  série  de  v  est  évidemment  .v, 
nous  supposerons  en  général 

1  zi=  .V  — f-  Ay  H—  By'  — f-  Cv'  -+-  Sic. , 
A,  B ,  C,  &c.  étant  des  fonctions  de  .v,  nous  aurons  ^'  r=:  i  -+- A' x 
H-  B' y'  -H  C'y''  -\-  &c.  ,  A' ,  B' ,  &c.  étant  les  fonctions  primes 
^Q  A,  B  ,  Sec. ,  regardées  comme  fonctions  de  .v,  ensuite  1^  :=:z  A  -\-  1  By 
-4—  3  C  y'  -H—  ^  D  y^  H—  «!xc.  ;  d(jnc  on  aura,  en  substituant  ces 
valeurs  {  i  -^  A'y -^  B'/' -+-  C'y'  -t-  Scc.J  (A-\-By-^  Cy'  H-  &c.; 
—  A  —  z  By  —  3  Cj^  —  &c.  =  o  ;  savoir  ,  (AA'  —  B)  y  H-  (BA' 
.^AB —  zC)f-\-  (CA'  -+-  BB'-^-AC  —  ^  DJ  y' -\- &.c.  =  o  ; 
d'où  l'on  tire  tout  tie  suite 

B=^AA',C—  -^  (AB'-^BA'J,  D  —  -^—  (AC  -\-BB' 


CA'),  &c.  •    ■ 

Ici  ia  quantité  A  demeure  indéterminée;  mais  nous  avons  déjà  vu  que 
\qs  deux  premiers  termes  de  1  dans  l'équation  proposée  sont  .v  H—  yfx  , 
par  conséquen  ton  aura  A  :z:iz  fx ,  et   de-là   A'  zznf'x,   B  zziz  J xf  x , 

B'  =:fxrx  -f-  {f'x/-  ;  donc  C=:-^  (zfxf  /"  -f-/.vT'-vA  &c.    ' 

Mais  ,  en  examinant  les  expressions  de  ^ ,  C,  &:c,  on  voit  d'abord  qu'elles 

A'                            I 
peuvent  se  mettre  sous  cette  forme  5  n=  f- /,  C:=z f  A  B  )' , 

D  z=z  — ^  (AC-\ —B^-)' ,  E  r=  -  —  {A  D  -\-  B  C) .  &c.  en 

3  -  4-       \ 

dénotant  en  général,  par  le  caractère  (      )',  la  lonciion  prime  selon   .\  , 
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de   la    quantiic   renfenuL'e  entre   les    deux   crochets  ;    cl    si    on    fait   les 
substitutions  successives,  on  trouve  que  ces  expressions  sont  réductibles 

à  celles-ci    plus   simples,  Z^  :=  — —  {A')',  C  =:z  — -;^ — '- f  A^ /' , 

D  z=z /A'^J'"  ,  SkC.  ,  en  marquant  iKir  \\\\  trait ,  deux   traits  ,  (S^c. 

2.3.4,     ' 

les  fonctions  prîmes ,  secondes  ,  &c.    Açs  quantités  renfermées    entre   les 

crochets,    relativement  à   la  variable   .v ;   de  sorte  qu'en  substituant  la 

valeur  de  A  ,  on  aura  enfin 


/       /r.r-  M     .  y''  /r.A    i"      .  ;' 


^/.v*/"  _H  ace. 

(j8.  Supposons  maintenant  qu'on  demande  la  valeur  d'une  fonction 
quelconque  tp/ de  2,  développée  de  méine  suivant  les  puissances  de  j,  on 
fera  «  zir  (p^,  et  prenant  les  équations  primes  pour  faire  disparaître   la 

fonction  Ç  ,  on  aura  //  :z:z  (p' i  x  i' ,  et  u^zrz  (p'i  x  i^,  d'où  l'on  tire  • • 


:=  — ^ —  .Substituant  la  valeur  de  — - —  ,  tirée  de  l'équation  ^Ys  —  -^'J 

1/  z, 

—  yZ/  =  o  <^l^  numéro  précédent ,  on  aura  cette  équation  du  premier 
ordre 

i/f^  —  xj   —  yii^  =z   o. 
Supposons  ici 

u  z=i  P  -^   Qy  -^  Ry^-  ~[-  Sy^   -+-  Sic; 
P ,  Q.  R ,  &c,  étant  des  fonctions  de  x ,  substituant  cette  valeur ,  ainsi 
que  celle  de  ^  trouvée  ci-dessus ,  on  aura 

{P'  -H  (2>  -{-/?'  y^  -4-  S'f  -\~  &c.;    (fx  -H  -2—  (fx-)'  -^  _Z- 

(fx^r  -{-eic.}  — Q—iRy—  ^^  s/  — Sic.  z=o; 
d'où  l'on  tire 

Q  =  P'fx,  zR  =  Q'fx  H ^  ff,^/,  sS^R'fx  ^  -^ 

•*  Si 

(fx^)'  H-  -{-  (fx^)"; 
et  ainsi  de  suite. 


104  THÉORIE 

Oï,  en  substituant  successivem'ent  les  valeurs  dfe  Q,  R,  Sec,  il  est  aîsc 
de  reconnaître  que  les  expressiojis  de  ces  quantités  peuvent  se  réduire  à 
cette  formé  simple 

Q  =  P'fx  ,  /?  r=  -^  fP'fx-J'.  Sz=^  fP'fx^J"  &c. 

-  •  y 
La  fonction    P  demeure  indéterminée  ,   à   cause  de  l'élimination    de    là 
fonction    Ç  ;  mais ,    puisque  u   z=z.   <pi   zirz    (p(x  -\-  yfx  -f-  Sec.  ) ,    il 
est  visible  qu'on  aura  P  ^z:  Çx,  et  par  conséquent  P'  :zzz  ç'.v. 
Donc,  enfin,  on  aura 

ÇZ  =  <^.v  -Hj?'.v/.v  -H-^  ^?'.v/.vV'  -+-  ~  ^^'.v/vV  -4-&C., 

formule  très-remarquable,  et  d'un  grand  usage  dans  l'analyse,  sur- tout 
pour  le  retour  des  suites. 

cj(j.  On  pourrait  parvenir  immédiatement  à  ce  dernier  résultat  par  la 
formule  du  numéro  45  ;  car  il  n'y  aui-ait  qu'à  regarder  u  comme  une 
fonction  de  y ,  et  chercher  les  fonctions  primes  ,  secondes  ,  &;c.  de  a 
relatives  à  y ,  c'est-à-dire ,  les  valeurs  de  u^,  u^^ ,  &c.  ;  faisant  ensuite  y  3=  o , 

on  aurait  a,  u^, a^^ ,  - —    u^^^,  Sic.  pour  les  coèfliciens  P,  Q.  R ,  S,  <S>.c, 

de  la  série. 

Tout  se  réduit  donc  à  trouver  ces  fonctions  dérivées ,'  et  à  les  mettre 
sous  tme  forme  simple  et  régulière.  Pour  cela ,  nous  reprendrons  les  deux 
équations  primes  trouvées   ci-dessus  (n."  çy ,  98  ) ,  ij  —  ^'/^  zn:   o  , 

et  — - —  nr ,  lesquelles  donnent  celles-ci ,  u^  =  't  fz>  ^^  Z,  =  s'/Z. 

On  aura  donc,  1."  u^  r=  u' fz\  2.."  en  prenant  les  fonctions  primes 
selon  y ,  ti^^  =  u'fi  -t-  u'iJ'i,  (f'i  dénote  la  fonction  prime  de  2 
relativement  à  1)  '  ^i')  '^^  ^^  première  équation,  on  tire  aussi  cette  équation 
prime  relative  à  .v  ,  u^  =:  u  fi  -+-  u^fZ'  donc,  substituant,  on 
aura  ?/„  z=  u  fz  -f-  2  u'  -^f  ifi  ■=z-(u'fi/;  3°  en  prenant  encore  les 
fonctions  primes  relatives  -à  y ,  on  aura  u^^^  =  {"'jz)',-  ^^  ("'fz')' 
: —  1/  fi    -\-   lu'ififi;  substituant  les  valeurs  de//',  et  de  3^ ,  données 

ci-dessus,  on  aura  (u'fl)t  =:  «7V  -+-  3  «'sT  ifz  =  (}^  fl^ )'  '•  '^o"^  • 

prenant 
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prenant  les  fonctions  primes  relatives  à  ,v ,  on  aura  (u'fz')'  ^=  ("■'fz^J" 
:rr  w^^  ;  et  ainsi  de  suite. 

Donc ,  puisque  a  r=z  cp  1  ,  on  aura  u  zzr  '^  cp'  Z  >  V^^  conséquent 
«;  =  t  <P'  ifl  '  «„  =  (ï!  ^'  ifl'ï  >  «,„  =  (tI  <P'  Zfz'  )"  '  &c. ,  (?•  i  ctaiu 
la  fonction  prime  àe  çz  relativement  à  z  seul. 

Faisons  maintenant  y  =:  o  ,  l'cquation  proposée  z  ^^^  •^'  H—  y  fz 
donnera  7  =z  -v  ;   donc  ^'  =  i  ,  (p^  =z  cp  x  ,  ç'  z^^<p'x  ,  etfz  =:  fx  ; 

donc  P   —   çx,  Q   :^   (p'-v/.v.    R   =  -!—  f^'  xfx''/ ,   S  z=;  —!— 

^(f'.v/.vV".  &c. 

Pour  montrer  ,  par  une  application  ,  l'usage  de  cette  formule  ,  soit 
proposée  l'équation  i  r=  .v  -\-  y  z  ,  x  et  y  étant  des  quantités 
données ,  et  qu'on  demande  la  valeur  de  3"  en  série  suivant  les  puissances 
de  y  ;  on  fera  donc  fi  zizz  z'  >  <PZ  "^^  Z  >  '■'onc  aussi /".v  z::^  x'"  ,  cpx  z=.  x" , 
Ç>' X  :r=  iix"~' ,  et  l'on  aura  sur-le-champ 

Pz=x",Q=z  H  x"'-^"  -\R  —  -^/x-  "'-^"  ^  ■/  :=    "^""  "^  ""~   '"'- 

-  2 

a   „,    _H    n   —    i        ç.    "        /    3m-(-,;_,   ,„   n  { ■'^111 -j-n  —  ï  )     (  7,  m-\-71  —  z) 

X  ,    O     (  X  j      _^ . 

z.  3  '  2.3 

,y3'«-^"-3^   &c.;  ...-.' 

de  sorte  qrr'on  aura 

S     z=:  .Y     H-  nx  y   -\ ^ —  .v  y 

2.3  ■     ■        -'    .  "^^ 

100.  Nous  avons  vu  comment  on  peut  faire  disparaître  toute  fonction 
arbitraire  contenue  dans  une  équation  donnée,  au  moyen  de  ses  équations 
primes;  mais  il  y  a,  pour  y  parvenir,  un  moyen  plus  simple  à  quelques 
égards ,  foiulé  sur  la  considération  que  nous  avons  employée  plus  haut 

Considérons  en  général  l'équation  F  (  x ,  y  ,  1,  <p  p  )  =:  o  ,  dans 
laquelle  p  soit  égale  à  f(x,  y ,  z)  <  '*^'^  deux  fonctions  désignées  par  les 
caractéristiques  /' et  /  étant  données  ,  et  la  fonction  marquée  par  la 
caractéristique  (p  étant  arbitraire  ,  on  peut  supposer  y  ime  fonction  de  .v , 

O 
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telle  que  la  fonction  prime  dep  soit  nulle;  alors;?  pourra  être  traitée  comnrs 
constante  dans  la  fonction  Ffx ,  y,  3,  (^ p )  ;  pourvu  ([u'on  détermine  / 
par  la  condition  que  la  fonction  prime  de  /(^v  ,  y  ,z)  soit  nulle. 
Désignons  simplement  par  F'  (x) ,  F'  (y)  ,  F'  (i)  ,  et  de  même  par 
/'  (^)  •  f  (y)  <f' (l)  Jes  fojictions  primes  de  F(x,  y,i,  <pp),  et  de/^.v,  y,  i); 
prises  relativement  à  .v,  y ,  1  isolées,  et  regardées  comme  indépendantes  , 
on  aura,  comme  dans  l'endroit  cité,  les  deux  équations  primes 

t' {■■<)  -+-  TlF'd)  ^  y'  [ F' (y)  -^  iJ' (i)\=.  o. 

r  (■■<)  -H-  if'd)   -H  y  [/  (y)   -H  i,f  (i)]   =0, 
dont    la   première    contiendra    çp  ,  et    dont   la    seconde   ne    contiendra 
poiiU  p.    Celle-ci   servira  à   éliminer    l'inconnue    y'  ;   et    on   aura   deux 
équations    (]ui    contiendront   ((.p ,    et   par    lesquelles  oit    pourra  éliminer 
cette  inconnue. 

-  Cette  méthode  a  l'avantage  de  pouvoir  s'appliquer  aux  équations  qui 
contiendroient  plusieurs  fonctions  arbitraires  de  la  même  fonction  p. 

En  effet,  si  l'on  avait  l'équation  F  (x ,  y ,  1,  çp,  '^p  J  r=:  o  ,  on 
trouverait  d'abord  ,  comme  ci-dessus  ,  une  équation  du  premier  ordre 
sans  la  fonction  (pp  ,  mais  qui  contiendrait  encore  la  fonction  ^ p  ; 
ensuite ,  appliquant  à  cette  équation  le  même  procédé  ,  et  éliminant  de 
nouveau  la  fonction  y'  «jui  paraîtra  dans  son  équation  prime  par  la 
incme  équation  ci  -  dessus  ,  on  aura  une  équation  du  second  ordre  qui 
contiendra  -^p ,  et  d'où  on  éliminera  cette  fonction  par  le  moyen  de 
i'équation  du  premier  ordre  ;  et  ainsi  de  suite ,  quel  que  puisse  être  le 
iiombre  des  fonctions  arbitraires  de  la  même  quantité  p. 

Mais  si  i'écjuation  proposée  contenait  les  fonctions  'i^p  et  ^^,  ;'  et  <j7  étant 
cïes  fonctions  différentes  àç  x ,  y ,  1,  on  ne  pourrait  pas.  parvenir  à  une 
équation  du  second  ordre,  débarrassée  des  fonctions  ip p  et  -^-p  ,  et  de 
leurs  dérivées  ;  il  faudrait  alors  passer  à  des  équations  d'un  ordre 
supérieur. 

10  I.  Considérons  les  équations  du  premier  ordre  qui  peuvent  résulter 
de  l'élimination  d'une  fonction  arbitraire  Ç)p ,  et  supposons,  pour  plus 
de  sim-pliciié,  ce  qui  est  toujours  possible,  que  l'équation  primitive  soit 
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de  la  forme  F{x,  y .  i)  =   <Pp>  p  ^t^^nt  =  f(^'  )'  >  Z^  ■>   "^i^  'i^"'^ 
afori  les  deux  équations  primes  .  :         . 

/Y-v;  -H  z'f'fzJ  -^  y'[f'(y)  -+-  zf  (z)]  =  o. 

qui  seront  dclivrées  de  //>  ;  et  il  ne  s'agira  plus  que  d'éliminer  y.; 
Le  résultat  de  cette  élimination  est 

f  (^)  +  if  (i)     ~    f  (y)  +  i.r  (i)     ' 

<foù  résulte  cette  équation  du  premier  ordre 

F' (^)  -f(y)  -  F' (y)  x/Y-v;  -\-z:[^'{z)-  f'(y)  -  F' (y)  ^f'(z)] 

-^  z\F'(x)  .f'(z)  -  F'(i)  .f'(x)]  =  o, 
qui  ne  contient  que  .v,  y ,  z  avec  les  fonctions  primes  2,'  et  Zr 
Cette  équation  pourra  donc  cire  mise  sous  cette  forme 

s'   -+-   Alz,  -4-   A^  =   o, 
en  faisant 


f'(i)-f'(y)  -  F' (y) -fil) 

F'i---)^r(y)    -   F'(y)^f'(.x) 

F'(i)*r(y)  -  F'ùJ^f'd) 


(î'où  l'on  peut  conclure 

I."  Que  toutes  les  équations  du  premier  ordre  entre  x ,  y ,  ^,  3'  et  Zt 
qui  ne  seront  pas  réductibles  à  la  forme  précédente,  ne  pourront  pas  être 
dérivées  d'une  équation  primitive  entre  x,  y ,  z  ^^  ^P  >  P  <-'ii^i'ii-  ^"^^ 
fonction  de  a,  ^ ,  ^Z 

2.°  Que  toutes  les  équations  du  premier  ordre  réductibles  à  la  forme 
précédente,  pourront  toujours  avoir  pour  équation  primitive  une  équation 
de  la  forme  supposée  F(x ,  y  ,  z)  ^=^  'Pp  >  P  étant  ^1=.  ffx ,  y  ,  z)- 

Car  les  valeurs  àçs  coèfîîciens  M  et  TV  étant  données  en  fonctions 
de  A-,  ^,  1,  ou  aura  deux  équations  par  lesquelles  on  pourra  déterminer 
les  deux  fonctions  marquées  par  les  caractéristiques  /  '  et  j;  et  la  lonction 
marquée  par  (p  demeurera  arbitraire. 

Ce  problème  étant  l'un  des  plus  intéressans  de  la  théorie  des  fonctions^ 
je  vais  en  donner  ici  une  solution  directe,^ 

O  2, 
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10  2.  Si  on  regarde  de  nouveau  y  et  i  comme  fonctions  de  .v,  dont 
les  fonctions  primes  soient  y'  et  7' ,  et  qu'on  considère  les  deux  quantités 
l'  -^  N  f:t  Al'î  -^Ny' ,  ces  quantités  deviendront,  par  ia  substitution 
des  expressions  précédentes  de  M  et  de  A^ 

r  ^v;  [  F'  (i)  i'  +  F'  (x)  ]    -   F-  (y)  [/'  (z)  z'  -4-/'  rx)  1 

^'(i)-f'(y)  -  f'(y))-f'(i) 

F'  (.-)  [f  (l)  î  +  /'  (y)  y  ]  -  /'  fx)  [  F'  (i)  i  +  F'  fy)V  T 
f  (l)-ry  -  F' (y),  fil) 
Si  on  ajoute ,  et  qu'on  retranche  en  même  temps  du  numérateur  de  la 
première  hi  quaiuité  F' (y)  y-j' (y)y' ,  et  du  numérateur  de  la  seconde  la 
quantité./^Y-^V  ^/(^•^'/' '  ^t  qu'on  fasse  attention  que  (  n°  ^j  )  F'  (s) 
-+-F'  (y)y'  -H  F'  (i)  ■^  est  la  fonction  prime  de  F  (x ,  y,  1)  ,  que 
nous    dénoterons    simplement    par    F(x,   y,  1)' ,  que  de  même  f  (x) 

-^f  {y)y'  -^f'fzJl'  ^5t  ^^  fonction  prime  de  ffx,  y  ,  "J  >  ^"^  """'"^ 
dénoterons  pareillement  par^^x,  y ,  7)',  on  aura 

..      .      ^      _        r  (y)^F(x.y,i)'    -    F'(y)^f(x,y,-J 
'V  F'"U)^f'(y)   -  F'(y)^f(i) 

AJv'  -X-  Nv'  —     f'(^)*f(-^'y'  iy_zJ'  (^)2l(^2l:±L^ 

^  ^    ~~  F''(i)f(y)-F'(y).f'(i) 

Si  donc  on  regarde  les  variables  y  ,  1  comme  des  fonctions  de  .v 
déterminées  par  les  équations  du  premier  ordre 

i  -^  N  z=:   o  ,   Mt  -^  Ny'  —   G  , 
il  est  clair  que  ces  équations  se  réduiront  à  ces  deux-ci , 

F{x,  y,  zJ'   z=  o  ,  et  /(.v  ,  j,  -/  =   o  , 
dont  les  équations  primitives  sont  évidemment 

Ffx,y,zJ  =  A,ffx,y,zJ  =  B. 
A  et  B  étant  des  constantes  arbitraires  ;  de  sorte  que  ces  équations 
primitives  seront  complètes  à  cause  des  deux  constantes  arbitraires  A  et  B. 
Mais  il  est  possible  qu'en  cherchant  les  équations  primitives  des 
équations  ^'— H  N  =z  o,  Afz'  H-  Ny'  =  o,  où  yî/ et  A'' sont  dès 
fonctions  données  de  .v ,  y,  z>  on  ne  les  trouve  pas  sous  la  forme  pré- 
cédente. Cependant ,  sous  quelque  forme  qu'elles  puissent  se  présenter  , 
5i  elles  renferment  deux  constantes  arbitraires  a  et  l> .   elles  doivent  ttre 
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coniprîjes  dans  les  précédentes ,  et  les  constantes  A  et  B  ne  pourront 
qu'ctre  fonctions  des  constantes  a  et  l>.  Si  donc  on  tire  de  ces  équations 
primitives  les  valeurs  des  constantes  t:  et  l) ,  en  .v,  y ,  3,  et  que  ces  valeurs 
soient  P  ti  Q ,  en  sorte  que  les  équations  dont  il  s'agit  soient  réduites  à 
la  forme  P  =  a ,  Q  z=i  b  ,  il  s'ensuit  que  les  fonctions  F(\ ,  y,  7) 
et  f(x,  y,  '1)  ne  pourront  ctre  aussi  que  des  fonctions  de  P  et  (7. 
Donc  ,  puisque  l'équation  primitive  d'où  l'équation  du  premier  ortlre 
"î  —H-  AI  7^  -4—  N  ::r=  o  est  dérivée,  est  de  la  forme  F  (x ,  y ,  i) 
:zzpp=:z(p  [ff^^.y,  iJ]  I  celte  équation  primitive  deviendra /ô//t7.  fP,  Q) 
m  <f  (foiict.  P,  Q_) ,  la  fonction  marquée  par  ^  demeurant  arbitraire: 
d'où  il  résulte  que  P  sera  une  fonciion  (juelconque  de  Q^;  tle  sorte  que 
l'équation  primitive  de  l'équation  dont  il  s'agit  ,  du  premier  ordre  , 
pourra  être  réduite  en  général  à  cette  forme  très-simple,  P  ^z  <p(2.>  la 
fonction  marquée  par  la  caractéristique  cp  étant  arbitraire.  Cette  méthode 
réduit,  comme  l'on  voit,  la  détermination  de  la  fonction  de  deux  variables 
à  celle  de  deux  fonctions  d'une  seule  variable;  et  elle  est  sur-tout  remar- 
quable par  la  simplicité  et  la  généralité  du  résultat.  J'ai  donné  l'analyse 
précédente,  parce  qu'elle  me  paraît  plus  directe  et  plus  naturelle  que 
celles  qui  avaient  été  données  jusqu'ici  pour  ce  mcme  objet ,  et  j'ai  cru 
qu'elle  ne  serait  pas  déplacée  dans  un  écrit  dont  le  but  est  de  donner 
à    l'analyse    des    fonctions    toute   la   rigueur   et  la  clarté    dont   elle    est 

susceptible.  •  . 

• 

103.  La  méthode  précédente  peut  s'étendre  aussi  aux  fonctions  de  plus 

de  deux  variables.  Ainsi ,  si  u  est  une  fonction  de  trois  variables  x ,  y ,  1, 

déterminée  par  l'équation  F(x  ,  y  ,  1 ,  il )   z=z   V  (p  >   ^ )  >  P  ^^  'J  étant 

des  fonctions  données  i\ç  x,  y ,  1,  u,   et  (p(p  ,  f])   étant    une  fonction 

quelconque  de  p ,  /^ ,  on  trouvera,  par  une  analyse   semblable  à  celle 

du  n.     ICI,  en   regardant  y  et  i  comme   des  fonctions   de  .v  ,   dont  on 

déterminera   les  fonctions  primes  y'  et  ^' ,  par  la  supposition  que  p  et  ^ 

demeurent  constantes;   on  trouvera,   dis -je,    ime  équation    du   premier 

ordre,  délivrée  de  la  fonction  <p ,  de  la  forme  suivante, 

u'  -^   L  II,  H-.  Aî/i  -\-  N  =z  o, 
Ai,  N,  L  étant  des  fonctions  données  de  .v,  y ,  i,  u,  et  //,  u^,  ^u  ,  étant 
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ïes  fonctions' primes  de  u  relativement  ï  x ,  y  et  i;  Je  sorte  que  toute 
équation  entre  x ,  y ,  i,  u  ti  les  fonctions  primes  de  u,  qui  ne  serait  pas  de 
cette  forme,  ne  pourra  pas  cire  dérivée  dune  équation  primitive  de  la 
forme  ci-dessus. 

Pour  les  équations  du  premier  ordre  réductibles  à  la  forme  précédente, 
on  trouvera  luuv^i ,  par  une  analyse  semblable  à  celle  que  nous  venons  de 
clttr  ,  que  si  on  regarde  j',  i,  u  comme  des  fonctions  de  x  déterminées 
par  ces  trois  équations  du  premier  ordre 

11'  -\-  N  ^=.  o  ,  Lu'  -\-  Ny'  =2  o  ,  AIu'  -H  Ni'  =z  o  , 
tl  qu'on  en  cherche  les  équations  primitives  qui  devront  renfermer  trois 
constantes  arbitraires  a ,  b  ,  c ,  qu'ensuite  on  tire  de  ces  équations  les 
valeurs  de  ces  constantes  ,  de  manière  que  l'on  ait  a  z=i  P ,  b  ==  Q , 
c  zzzi  R  ;  P ,  Q,  R  étant  des  fonctions  données  de  .v,  y ,  z>  ^>  on  ^vix^i 
sur-le-champ  P  z:=:  (SfQ,  R)  pour  l'équation  primitive  de  l'équation 
proposée  ,  dans  laquelle  (^  (P ,  QJ  sera  une  fonction  arbitraire  de  P  et  Q. 

I  04.  Mais  si  l'on  avait,  par  la  détermination  de  i  en  fonction  de  .v  et^, 
i\ne  équation  quelconque  du  premier  ordre  entre  x ,  y,  i,  ^'  et  ^^  non 
réductible  à  la  forme  du  n."  10  i  ,  la  méthode  du  n."  102  ne  servirait 
plus.  Cependant  on  peut  toujours,  quelle  que  soit  la  forme  de  l'équation 
proposée,  la  ramener  à  la  forme  du  n."  10 j  ,  en  y  introduisant  une 
variable  de  plus. 

5oit  donc  proposée  l'équation 

"    ^  =  ^A''  y'  z>  zJ' 

la  fonction  indiquée  par  la  caractéristique  /'étant  donnée;  je  suppose 
1^  ^=z  u ,  et  comme  1  est  fonction  de  .v ,  y  ,  il  est  clair  que  u  sera  aussi 
fonction  de  .v,  y;  donc,  prenant  les  fonctions  primes  relativement  à  .v 
^eul  ,  on  aura  i'^  z=z  u'.  Maintenant  l'équation  proposée  deviendra 
^'zzrn/y.Y,  y,Z'  "J  '  prenant  les  fonctions  primes  relativement  à  y  seul, 
et  observant  que  j^  et  «  sont  fonctions  de  .v,  y ,  on  aura 

^;   =   F  (y)   -H   i.F(i)   -H   u}'(u), 
où   les   quantités    F' (y) ,  F' (i)  ,  F' (u)  dénotent  les  fonctions  prîmes 
de  F  (x  ,  y  ,  i,  u}  ,  prises  relativement  aux  variables  isolées  y,i,  u,  ainsi 
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que  nous  l'avons  pratique?  jusqu'ici  ;  donc,  substituant  u  et  //  pour  i^  et  ^', 
on  aura  i'cquation 

«'  •=  F' (y)  -\-.uP(z)   -f-   uj'fu), 
tîans  laquelle  les  quantités    F'  (y )  ,  t'  (i)  ,  F'  (u)   seront  Jcs  fonctions 
données  de  x ,  y ,  i  et  u. 

Cette  équation  serait  donc  susceptible  de  la  méthode  du  n.''  t  o  ^  ,  û  u 
était  une  fonction  des  variables  x,y,  i  regardées  comme  indépendantes 
entre  elles  ;  iTiais  rien  n'empêche  de  les  regarder  comme  tulles  ,  et  de 
regarder  en  morne  temps  u  comme  une  simple  fonction  de  .v,  y,  -, 
pourvu  qu'on  exprime,  d'une  manière  confoi'me  à  cette  supposition,  les 
fonctions  primes  //  et  u^  qui  se  rapportent  aux  seules  variables  .v  et  v. 

Qu'on  dénote  par  //  ,  u^  et  /i  les  fonctions  primes  de  u  relativement 
ï  X,  y ,  1,  et  il  est  facile  de  voir  ,  par  les  principes  établis  pour  la 
formation  des  fonctions  primes  ,  que ,  puisque  i  est  essentiellement  une 
fonction  de  .v  et  y,  dont  3'  et  2/  sont  les  fonctions  primes  relativement 
à  chacune  de  ces  variables  isolées  ,  la  valeur  complète  de  la  fonction 
prime  de  //  relativement  à  .v  sera  //  — f-  /z^'  ,  et  que  la  valeur  complète 
de  la  fonction  prime  de  u  relatixement  h  y  sera  //^  — f—  //^^  /  ces  valeurs 
sont  celles  qui,  dans  l'équation  ci-dessus,  sont  représentées  simplement 
par  u'  et  «,  ;  mais  on  a  supposé  i^=zu  ,  et  par  l'équation  proposée  on 
ai'  zn  F  (x ,  y  ,  z,  u)  ;  donc  les  valeurs  à  substituer  à  //  et  u^  seront 
li  -4-  ,iiF(^  '  y  '  Z'  "/'  '  ^t  «;  -f-  //  u.  Faisant  donc  ces  substitutions  , 
et    ordonnant   les    termes    suivant    les    quantités    u' ,  u^  et    ^u ,    on  aura 

u'  —  u,F(u)-^,u\F(x,y,  7^,u)  —  uF  (h)-\—  F  (y)  —  uF  (i):=^o, 
équation  qui,  étant  comparée  ù  la  formule  générale  du  n.°    103  ,   donne 

Xr=: F  (u)  ,  M—F(x,  y,  i,  u)  —  uF'(u)  et  N  =1 F' (y  ) 

—  uF'  (7^);  de  sorte  que  les  trois  équations  par  lesquelles  il  fiudra 
déterminer  }' ,  1,11  en  fonctions  de  .v ,  seront 

W  —  F' (y)   —  uF(z)   =  o,  ,  ■ 

u'FfaJ  -H  y'[F{yJ  H-  uFfzJ]   =  o,  ■ 

u'[F{x,y,z,uJ   -   uF(u)]    -   i{F(y)   -H   nF(z)-\    =   o. 
Ainsi  la  difficulté  est  réduite  à  trouver  les  équaiions  primitives  d'où 
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celles-ci  peuvent  être  déduites;   mais  il  suffira' d'en  trouver  une  ,  et  il 
serait  même  inutile  de  trouver  les  deux  autres. 

105.  En  effet,  supposons  qu'on  ait  trouvé  les  trois  équations  primitives 
avec  les  trois  constantes  arbitraires  a,  b ,  c ,  tl  soient  P ,  d,  R  les  valeurs 
de  ces  constantes  qui  en  résultent,  on  aura  P  zz=.  ç  {Q,  R)  pour  la 
forme  générale  de  l'équation  primitive  en  u  (u?  cité) . 

Cette  équation,  où  la  caractéristique  (p  désigne  une  fonction  arbitraire  , 
satisfera  dans  toute  son  étendue  à  l'équation  du  premier  ordre  en  u,  dans 
laquelle  u  ç.sx.  regardée  comme,  fonction  de  x ,  y ,1;  mais  u  a  été  supposée 
égale  à  i^,  et  1  doit  être ,  d'après  l'équation  proposée,  une  fonction  de  x  et  y  ; 
donc  l'équation  P  z=:  (^  fQ ,  R)  est  trop  générale ,  et  il  faudra  encore 
chercher  les  limitations  qu'on  doit  donner  à  la  fonction  arbitraire  relati- 
vement aux  deux  quantités  P  et  Q ,  pour  que  cette  équation  réponde 
exactement  à  l'équation  proposée. 

Mais ,  sans  entrer  dans  celle  recherche ,  j'observe  que  ,  quelle  que 
puisse  cire  la  vraie  forme  de  la  fonction  arbitraire ,  on  peut  la  supposer 
égale  à  une  constante  ;  de  sorte  que  P  rzr  a,  c'est-à-dire  ,  une  des  équations 
prinu'tives  des  trois  équations  ci-dessus ,  avec  une  constante  arbitraire, 
donnera  une  valeur  de  u ,  qui  satisfera  à  l'équation  en  //. 

Maintenant ,  en  remettant  i^  poin*  u  dans  cette  équation  ,  on  aura  une 
tquation  du  premier  ordre  entre  .v ,  y  ,  t  ^^  Zi  •  '^^^'^^  laquelle  3  devra  être 
regardée  «omme  fonction  de  .v  et  y;  mais,  puisque  cette  équation  ne 
contient  que  la  fonction  prime  i^ ,  relative  à  y^ ,  on  pourra  regarder  a- 
comme  constante,  et  7  comme  une  simple  fonction  de  j;  on  trouvera  donc 
5on  écjuation  primitive  par  l'analyse  des  fonctions  d'une  seule  variable, 
et  puisque  ,v  est  regardée  comme  constante  ,  la  constante  ;u-bitraire  qui 
entrera  dans  cette  équatifjm  primitive  pourra  être  aussi  une  fonction 
quelconque  de  v  ,  (jiie  nous  nommerons  y- 

On  aura  ainsi  une  valeur  de  1  en  .v  et  y  avec  les  deux  quantités  a  etp  , 
qui  satisfei-a  à  l'équation  proposée.  La  constante  a  demeurera  arbitraire  ; 
mais  la  fonction  ^'  devra  être  déterminée  conformément  à  cette  équation. 
Pour  cela,  il  n'y  aura  qu'à  y  substituer  l'expression  de  1  dont  il  s'agit; 
tous  les  termes  (jui  renfermeront  y   se  détruiront,  et  il  ne  restera  que  des 

teijnes 
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termes  qui  contiendront  a- ,  p  et  p' ;  Je  sorte  que  l'on  aura' de  nouveau  une 
équation  du  premier  ordre  entre  les  variables  .v  et  p  ,  dont  l'éqnation  primi- 
tive donnera  la  valeur  <\e  p  en  ,v,  avec  une  nouvelle  constante  arbitraire  /'. 

De  cette  manière',  on -aura  enfin  une  valeur  de  i  en  x  et  y ,  avec  deux 
constantes  arbiiraires  a  et  b ,  qui  satisfera  à  la  proposée  iinlcpéndamme'nt 
de  ces  constantes.  Cette  valeur  ne  sera  qiié  particuJière  ;  mais  on  pourra, 
par  la  méthode  du  n.°  cp  5  ,  trouver  la  valeur  gcncrale  de  4,  qui  coiniendra 
une  fonction  arbitraire. 

En  effet,  si  ffx,  y ,  1,  â ,  h)  rr:  o  est  l'ccjuation  trouvée'  pour  fa 
détermination  de  ^ ,  o n  fera  h  z=z:!f_a,.  et[:on  égalera  à  zéw.Aa  fonction 
prime  deffx,  y  ,  1,  a ,  <^a) ,  prise  relativement  à  la  <}iiantiic  a,  regardée 
comme  seule  varrable;  on  aura  une  équation  qui  senira  â  détërmii-jer  n  ^ 
et  l'équation /^.v,_;^^  1,  a  ,  f-a)  -z^z  o  sera  l'^îquation  primitive  cherchée  de 
la  proposée  du  premier  ordre ,  la  fonction  m^arqiiée  par  la  caractéristique  (^ 
demeurant  arbitraire.  .         .' 

J'ai  cru  devoir  exposer  cette  méthode  avec  tout  le  dJiail  nécessaire 
pour  là  faire  bien  entendre ,  parce  qu'elle  est  nouvelle  et  qu  elfe  réduit 
toute  l'analyse  inverse  des  fonctions  de  deux  variables  qui  ne  passent  pas 
le  premier  ordre,  à  l'analvse  des  fonctions  d'uneseule  variable.- 

106.  Pour  éclaircixi cette  méthoxle  par  im  exemple  dont  le  calcul  soit 
assez  simple,  supposons  que  l'équation  proposée  soit  de  cette  forine 

Z'  =  Ay  -^  Bz  -^J:/x,,zJ,   „^_^    ^      .^■■^..; 

A  ex  B  étant  des  constantes,  ;et/^A>  jj,/ une  fonction  quelconqi^e  dorince 
devet  de  z^.  En  rapportant  cette  équation  à  la  formule  générale, dy  liuméro 
précédant,  on  aura  F(x,  y  ,  z>  ij  ^=-  A  y  -^  B  i  -\-  ffx ,  zj; 
donc  ffx,  y.  z>  '0  =^  A  y  -\-  Bz-^j(>',  '^T,  et  dc-ià,  en  prenant 
les  fonctions  primes  relativement  à  j  et  3  ,~/'(^r7  =^  A,  r' ('J  ^=r  B; 
de  sorte  qu'en  faisant  ces.  substitutions  dans.  les.  trpis  équations  du  prei^iier 

ordre  entre   .v ,  y,  Z'  ">   la  première  d'entre  elles   deviendra  //   A 

- —  Bu  zz:i  o  ;  laquelle  ne  contenant  que  ki  variable  u  ,  qu'on  suppose 
fonction  de  .v ,  aura  une  équation  primitive  indépendamment  des  deux 
autres.  En  effet,  si  on  multiplie  cette  équation  par  ^~'^*,  c  étant  le  nombre 
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<lont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité,  son  premier  nombre  deviendra 

ia  fonction  prime  de    ue~'^'  H ,  comme  il  est  aisé  de  s'en 

assurer,  en  cherchant  la  fonction  prime  de  cette  quantité  par  les  formules 

du  numéro  12.- 

,.t;Ainsi,  comme  le  second  membre  est  nul,  on  aura,  en  passant  aux 

fonctions  primitives  fu   -\ ''^'~J  ^   ^^  "^^  ^>  ^  étant  ime  constante 

arbitraire. 

■    Cette  équation  donnera  donc  u  -zrz. h-  ae^" ,  et  substituant 

pour  u  sa  valeur  2/  >  on  aura  l'équation  prime  i^  z=  —  • — 1—  ne  ' , 

dans  laquelle  i^  étant  la  fonction  prime   de  i  relativement  à  y  seul  ,  on 

pourra  régarder  .v  comme  constante,  et  i  comme  fonction  de  y.  Ainsi, 

comme    le  second    membre  ne  contient  ni  _y  ni  ^ ,  sa  fonction  primitive 

A 
dans  cette  supposition  sera  simplement  ( —  — - — ■  —H   ae'"  )  y  ;  donc, 

passant  (\es  fonctions  primes  relatives  ù  y  seul ,  aux  fonctions  primitives , 
Cil  uLu-a  l'équation  primitive 

Z  =   ( -^H-   cie")y  -+-  p, 

[     .*  1        .  j 

j)  étant    une   fonction   quelconque  de  x  qui  peut  ctre  ajoutée   comme 
constante,  puisque  sa  fonction  prime  relativement  à  ;»  est  nulle. 

De  cette  expression  de  i  on  tirera  celles  à^i  deux  fonctions  primes  ^' 
et  1^  relatives  à  a*  et  y  ;  et  l'on  aura 

i   --   aBc"'  y   -H  /, 

o  = J-  -H   '^^     / 

ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'équation  proposée,  elle  deviendra 

il      f    'î'  i'    '■'>  ■      . 

aBe'-y  -a^  p'   —  A  y  -\-  B  ( J-   ^   ''^''V/   "^  ^P 
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laquelle  se  réduit  à  ■  ■  ^  '^'> 

où  l'on  voit  que  les  y  ont  disparu  ,  de  manière  qii'on  poun-a' déterrhîner 
p  en  fonction  de  .v  seul. 

Qu'on  multiplie  cette  équation  par  e~^'' ,  et  qiron  suppose       '  ' 

elle  deviendra 

("pe-"/  =z  F'x. 
et  passant  aux  fonctions  primitives,  on  aura 

pc-^^'   =z   Fx   -+-  !), 
h  étant  une  constante  arbitraire.  De-1,\  on  tire 

p  =  e"fFx  -+-  h)  : 
donc  ,  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  1  trouvée  ci-dessus, 
on  aura 

l  =   ( ^-+-   ae'')y   -H   (Fx  -(-   h]c'\ 

Cette  valeur  de  1  n'est  que  pariiculicre  ,  mais  comme  elle  contient  les 
deux  constantes  arbitraires  <r/  et  h ,  elle  donnera  la  valeur  générale,  si  on 
fait  i^   zi=   (p  a ,  et  qu'on  détermine  a  par  l'équaiion 

y   -4-    ^'' (il)   -+-(?'<■/   =    o;  • 

en  désignant  par  F'  (a)  la  fonction  prime  de  Fx  prise  relativement  à  a. 
Si   B   1:=   o  ,   le    calcul   devient    plus    simple ,    et    l'on    trouvera  ,   en 
faisant /(^.v,  Ax  -f-  a)   =z:   F'x,  les  deux  équations 

l  z=  {Ax  H-  (ijy  -h-  Fx  -^  ça, 
y   — f-   f'ti  H—   (p' a  z=.   o  y 
d'où  il  faudra  éliminer  a. 

1 07.  Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  ce  qui  regarde 
les  fonctions  de  plusieurs  variables.  Ceux  qui  connaissent  le  calcul 
qu'on  appelle  aux  différences  partielles ,  pourront  aisément  le  rapprocher 

P   2 
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de  l'analyse  Je  ces    fonctions ,    et    donner   par  -  là  à  cette  analyse   îci 
dcveloppemens  qu'on  y  pourrait  encore  dcsirer< 

Notre  objet ,  d;.uis  cette  première  partie ,  n'a  été  que  d'établû-  la  théprîe  des 
fonctions  et  des  équations  dérivées  ,  d'une  manièi-e  purement  analytique 
et  indépendante  de  toute  supposition  ou  considération  étrangère. 


ll/i  ilc  Ja  première  Pan/Cf 


■[':   i: 
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SECONDE     P  A  R  T  IE.-i  -^ -<=:   i-.i^ 
Application  de  la  Théorie  à  la  Géométrie  et  a  la  Alécatiique'. 


ïo8.J_jes  opérations  ordinaires  de  l'algèbre  suîTisent  pour  résoudre 
les  problèmes  de  la  théorie  des  courbes,  qui  ne  consi.^leiit  (jue  dans 
des  rapports  de  lignes  tirées  d'une  certaine  manière  et  terminées  aux 
courbes;  mais  la  détermination  des  tangentes,  des  rayons  de  courbure, 
des  aires  ,  &c.  dépend  essentiellement  des  opérations  relatives  aux 
fonctions. 

Suivant  les  anciens  géomètres,  une  ligne  droite  est  tangente  d'une 
courbe,  lorsqu'ayant  un  point  commun  avec  la  courbe,  on  ne  peut 
mener  par  ce  point  aucune  autre  droite  entre  elle  et  la  courbe  ;  c'est 
par  ce  principe  qu'ils  ont  déterminé  les  tangentes  dans  le  petit  nombre 
des  courbes  qu'ils  ont  considérées.  Mais,  depuis  que,  par  l'application 
de  l'algèbre  à  la  géométrie  ,  les  courbes  ont  été  soumises  à  l'analyse ,  on 
a  envisagé  les  tangentes  sous  d'autres  points  de  vue;  on  les  a  regardées 
comme  des  sécantes  dont  les  deux  points  d'intersection  son-t  réuitis-, 
ou  comme  le  prolongement  des  côtés  infiniment  petits  de  la  courbe 
considérée  comme  un  poligone  d'une  infinité  de  côiés  ,  ou  comme  la 
direction  du  mouvement  composé,  par  lequel  la  courbe  peut  être  décrite; 
et  ces  différentes  manières  de  considérer  les  tangentes  ont  donné  lieu  aux 
méthodes  algébriques  fijndées  sur  l'égalité  des  l'aciiies  des  équations  , 
et   aux  méthodes    différentielles    fondées    sur  le  rapport  des  diff/renccs 
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infiniment " pêTîtés ,  ou  des  fluxions  des  coordonnées.  Ces  méthodes  ne 
laissent  rien  à  désirer  pour  la  généralité  et  la  simplicité  ;  mais  ceux  qui 
admirent  avec  raison  l'évidence  et  la  rigueur  des  anciennes  démonstrations, 
regrettent  de  ne  pas  trouver  ces  avantages  dans  les  principes  de  ces  nouvelles 
méthodes.  La  théorie  des  fonctions  que  nous  avons  développée  dans  la 
premièi-'e  partie,' nous  met  en  état  de  traiter  le  problème  des  tangentes,  et 
les  autres  problèmes  du  même  genre ,  d'après  les  notions  et  les  principes 
des  anciens ,  et  de  donner  ainsi  atui  résultats  de  l'analyse  le  caractère 
qui  distingue  leurs  solutions. 

I  09.  Pour  considérer  ces  questions  d'une  manière  générale,  soît  v  =/^v 
i'cquTlion  d'une  courbe  quelconque  proposée,  et  ^  1=  Fp  l'équation  d'une 
ligne  droite  ou  d'une  autre  courbe  qu'on  veut  comparer  à  celle-là,  x  et  y 
sont  l'abscisse  et  l'ordonnée  de  la  première  courbe,  y?  et  ^  sont  aussi  l'abscisse 
et  l'ordonnée  de  l'autre  courbe ,  rapportées  aux  mêmes  axes  que  x  et  y. 

Pour  que  ces  deux  courbes  aient  un  point  commun  relatif  à  l'abcisse  a-, 
il  faut  qu'en  faisant  p  zm  x  ,  on  ait  q  =  >'  /  donc  y  =z  Ix  ,  et  par 
conséquent  Fx  zzz:  fx. 

Pour  comparer  maintenant  le  cours  de  ces  courbes  au-delà  de  ce  point, 
on  mettra  dans  leurs  équations  .v  -H  /  à  la  place  de  .v  et  de  ;;  ,  et  l'on 
aura  f(x  -4—  ij  et  F  (x  —H  i)  pour  les  ordonnées  répondant  au  même 
point  de  l'axe  des  x ,  et  éloignées  de  la  quantité  /  de  l'ordonnée  qui  passe 
par  le  point  commun.  Donc  la  différence  de  ces  ordonnées  seraj'fx  -\-iJ 

F./x  -H  iJ  ,  savoir  ,  en  développant  les    fonctioiis  et  observant   que 

I     ..M;  il     i ■ 

■l'on  a  déjà/.v  —  Fx  =  o,  iff'x  —  F  x)  -H  -^  (j"^  —  F"x) 
_4_  -1 —  //'"  V  —  F'"  V  ^  -f-  &c.,  et  cette  différence  exprimera  la  distance 

des  points  des  deux  courbes  qui  répondent  à  la  même  abscisse  .v  -f-  /. 

On  voit  d'abord  en  général  (jue  cette  distance  sera  d'autant  plus  petite, 
et  que  par  conséquent  les  courbes  se  rapprocheront  d'autant  plus  qu  il 
y  aura  plus  de  termes  qui  disparaîtront  au  commencement  de  cette  yérie. 

Ainsi  le  rapprochement  sera  plus  grand,  si  l'on  a/' .v  =r  /  '.v,  c  est-à- 
dire ,  si  les  fonctions  primq^  des  ordonnées  des  deux  courbes  deviennent 
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égales  pour  la  même  abscisse  a-;  il  sera  plus  grand  encore  si  de  plus 
les  fonctions  secondes  f" x ,  çtF".\  desmcmes  ordonnées  deviennent  aussi 
égaies ,  et  ainsi  de  suite. 

I  10.  Mais,  pour  voir  de  plus  près  en  quoi  consistent  ces  difTérens 
de^ffés  de  rapprochement ,  nous  considérerons  une  troisième  courbe 
quelconque ,  rapportée  aux  mêmes  axes  par  les  coordonnées  r  et  s ,  et 
dont  l'équation  soit  -f  z=z  çr ,  et  nous  supposerons  d'abord  qu'elle  ait 
au-si  avec  les  deux  autres  un  point  commun  pour  la  même  abscisse  .v,  ce 
qui  exige  que  les  ordonnées  à  cette  abscisse  soient  égales,  et  par  conséquent 
que  l'on  ait  aussi  (px  z=  fx  z=:   Fx.  ^ 

Soii  D  la  différence  des  ordonnées  des  deux  premières  courbes'  pour 
la  mcme  abscisse  x  — {—  / ,  et  A  la  différence  des  ordonnées  de  la  première 
courbe  et   de  la  troi>icme  pour  la  mcme  abscisse  x  H—  i ,  on  aura 

D   =:ffx   -^   ij   —  Ffx   -^   ij, 
et  de  même  ■  -■  .    ''•' 

A  =z  ffx  -+-  i)  —  ç{x  -t-  /;.         ■    .' 

II  est  clair  que  la  troisième  courbe  ne  pourra  passer  entre  \es  deux 
premières,  à  moins  que  pour  une  valeur  quelconque  de  i,  aussi  petite 
qu'on  voudra,  la  valeur  de  D  ne  surpasse  celle  de  A,  abstraction  faite 
des  signes.  '  "    ^  -r'  ■'"' 

Développons  les  fonctions  ffx  — H  î)  ,  F(x  -4-  \),  ç /.v  -4-  ï  ) 
partiellement,  suivant  la  formule  du  n.""  5  3  ,  et  arrêtons -nous  d'abord 
aux  deux  premiers  termes.  Nommant  y  une  quantité  indéterminée ,  niaiâ- 
renfermée  entre  les  limites  0  et  /,  on  aura  par  celte  formule 

S(x  -i-  /;  ~  fx  -+-  //  X  -+-  ~f  (x  -4-;;, 

et  de  même  -  ,'..,.,''" 

F(x  -{-  /■;  =  Fx  -H  iFx  -4-  -^  F'(x  -H  ;;, 

q:(x  -t-  /•;  —  (?.v  -H  t%'x  -f-  --4—  f"  (^  -H  /■;, 

où  la  quantité  y  pourra  n'être  pas  la  même  dans  les  trois  fonctions,  nourvu 
qu'elle  soit  renfermée  entré  les  mêmes  limites.     '       '  *   '"""   ^^"     '"    '* 
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F'aîsant  ces  substitutions  dans  les  expressions  Je  Z)  et  A ,  on  aura,  à 
cause  dcfx  ■z:z.  /• '.v  =  ^x ,  en  vertu  du  point  commun  aux  trois  courbes, 

D   =:  iffx  -  Fx)   -+-  -Ç-  [/Y.v   -HyV-^'Y-v  -^  j)\. 

A   z=   l/fx   -   ^/  xj   H-  -4-  [/Y.V   -H  yV  -  ^"  r-v   -4-  /;]■ 

Supposons  maintenant  que  les  deux  premières  courbes  soient  telles  que 
l'on  aity'.v  zmz  F'x ,  la  valeur  de  D  se  réduira  à 

^  =  -f-  [/Y-v  -H  ;;  —  /^'Y-v  -+-  yv]  ; 

et  il  est  aisé  de  se  convaincre  que  tant  que  le  terme  afix?ctc  de  /  dans 
l'expression  de  A  ne  sera  pas  nul ,  on  pourra  toujours  prendre  i  assez 
petit  pour  que  la  quantité  A  devienne  plus  grande  que  la  quantité  D, 
abstraction  faite  des  signes.  En  effet,  en  divisant  ces  deux  quantités  par  /, 

il  suffira  que  la  quantité/' .y  —  ç'.v  soit  plus  grande  que [  J"  fx  —H  Jj 

• — F"fx—[-J}'\  ,  ce  qui  est  évitlemment  toujours  possible,  en  prenant  /' 
aussi  petit  qu'on  voudra  ;  et  il  est'  visible  aussi  qu'aussitôt  que  cette 
condition  aura  lieu  pour  une  valeur  déterminée  de  / ,  elle  aura  lieu  à 
pliis  forte  iraison  pour  toutes  les  valeurs  plus  petites  de  /. 

Donc  la  troisième  courbe  ne  pourra  dans  ce  cas  passer  entrç  les  deux 
premières,  à  moins  que  h  (juaniilé  f'x —  ^'.v  ne  tlevicnne  nulle,  c'est-à- 
dire,  qu'on  n'ait  ç'.v  z::z:j'x ,  auquel  cas  la  conclusion  précédente  cessera 
d'avoir  lieu. 

lit.  Supposons  ensuite  que  l'on  ait  à  la  fois  F'  x  ^=-f  s  et  F"  x  z=zf"x, 
en  prenant  trois  termes  dans  le  développement  des  lonctions  ,  nous  aurons 
par  la  m*me  formule  du  n."  53  , 

/  ('.v    H-    ^;   =  /.v   -H   if  X  -I-  —f'x    -^  4-f'"  ('  -*-  ^^' 

-  •  > 

F(x  _+-  /•;  —  Fx  -H  ;/\vH-  — r'.v  ~^-^F"'{x  h-;y 


tî 


cpi^.v   -\-  i)   z=:  <^x  -^i^'X'-[-_-^<p'\x'^-^—(^'"(x  -^  j). 


.1  «, 


-    j 


Ces 
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Ces  valeurs,  subslit.'.des  dans  les  expressions  générales  de  /)  et  A,  à 
cause   defxz=:F.\=<px,   et  f  x  ::zz  F' x  ,  f"  x  =z  F"  x  ,   donncrom 

^  =-i^  [/'V-v  -H  jj  —  F"  fx  -H-  /•;  ] .         • 

Ici ,  il  est  aisé  de  voir  que ,  lanf  que  les  termes  affectés  de  /'  et  de  /'' 
dans  l'expression  de  A  ne  seront  pas  nuls  ,  on  pourra  prendre  i  assez 
petit  pour  que  la  quantité  A  devienne  plus  grande  que  /)  ,  abstraction 
faite  des  signes.   Car    divisant  ces  deux  quantités  par  / ,   il   suflira    que 

la  quantité  y"'. V  <f'.v  H ~  (f" -"^  —  ^^''-v^  soit  plus  grande  que  ^; 

\f"'(x  -\-  ))   F'"  ( X  — t—  j )  ]  ,  ce   qui   est  évidemment  possible 

lorsque/' A-  —  ç'.v  n"cst  pas  nulle;  et  siy'.v  (?.' .v  est  nulle,  alors  , 

en  divisant  encore  par  /,   il  suiîira  que /".v  (^" x  soit  uiie  quantité 

plus  grande  que [f'"  ( ^  ~^  })  —  P'" (  ^-^) )  ]  i  ^^  <!"''  est  encore 

visiblement  possible ,  en  diminuant  la  valeur  de  /  tant  qu'on  voudra , 
pourvu  que/".v  —   (p' x  ne  soit  pas  nulfe. 

Donc  ,  dans  ce  cas  ,  la  troisième  courbe  ne  pourra  passer  entre  les 
deux  premières,  à  moins  qu'on  n'ait  à  la  fois  (f'.v  -z^z  f  x  et  %"  x  zrzj'x. 

On  prouvera ,  de  la  même  manière,  que  si  l'on  a  pour  les  deux  pi-emières 
courbes /'.v  z=z  F' x  ,  f"  xzzz  F"  x  ,  et  f"  x  =z  F'"  x  ,  la  troisièine  courbe 
ne  pourra  être  menée  entre  les  deux  premières ,  à  moins  que  l'on  n'ait 
^ussi  cp',Y  :zz:  f'x,  ç" x  z=z  f"x,   q>"' x  =.  f"'x;  et  ainsi  de  suite. 

I  12.  On  peut  conclure  de -là  en  général,  que  si  l'on  a  une  courbe 
quelconque,  et  qu'une  autre  courbe  donnée  ail  un  point  commun  avec 
celle-là,  ce  qui  exige  que  leurs  ordonnées  pour  la  même  abscisse  soient 
égales;  que  ,  de  plus  ,  les  fonctions  j)rimes  de  ces  ordonnées  pour  la  même 
abscisse  commune  soient  aussi  égales  ,  alors  il  sera  impossible  qu'aucune 
autre  courbe  qu'on  mènerait  par  le  même  point  commun  passe  entre  les 
deux  courbes,  à  moins  que  ia  fonction   prijue  de  son  ordonnée   pour 

Q 
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la  mcme  abscisse  ,  ne  soit  aussi  égale  aux  fondions  prîmes  de  leur? 
ordonnées. 

Et  si,  outre  les  fonctions  primes  de  ces  ordonnées,  leurs  fonctions 
secondes  pour  la  même  abscisse  étaien',-  aussi  égales  ,  alors  il  serait 
impossible  qu'aucune  autre  courbe  qui  passerait  par  le  point  commun, 
passât  entre  les  deux  courbes ,  à  moins  que  les  fonctions  prime  et 
seconde  de  son  ordonnée  ne  fussent  respectivement  égales  aux  fonctions 
prime  et  seconde  de  l'ordonnée  commune  aux  deux  courbes ,  et  ainsi 
du  reste. 

A  proprement  parler ,  ces  courbes  ne  coïncident  que  dans  le  point  où 
ies  ordonnées  sont  égales  ,  et  l'égalité  des  fonctions  primes ,  secondes ,  &.c. 
de  ces  ordonnées  ne  les  rend  pas  plus  coïncidentes  dans  d'autres  points  , 
mais  elle  les  fait  approcher  de  manière  qu'aucune  autre  courbe  pour 
laquelle  la  mcme  égalité  n'aura  pas  lieu  ne  puisse  passer  entre  elles. 

C'est-là  l'idée  nette  qu'on  doit  se  faire  de  ces  différens  degrés  de  rappro- 
chement des  courbes,  que  l'on  appelle  communément  cor.tûct,  osctilcition,  8cc, 
et  que  la  manière  ordinaire  de  concevoir  le  calcul  différentiel  fait  regarder 
comme  des  coïncidences  plus  ou  moins  rigoureuses,  ou  plus  ou  moins 
étendues. 

113.  Ayant  donc  une  courbe  quelconque  représentée  par  l'équation 
yrrr/.v,  comparons-la  d'abord  avec  une  ligne  droite  quelconque.  Puisque 
nous  avons  représenté  en  général  par  /j  nzr  F p  l'équation  de  la  courbe 
à  laquelle  on  veut  comparer  la  proposée  (  11."  i  op  )  ,  on  aura  ,  pour 
ia  ligne  droite,  Fp  r=r  a  — j—  b  p  ,  a  et  h  étant  deux  constantes  qui 
déterminent  la  position  de  cette  droite. 

La  condition  d'un  point  commun  domie  d'abord  fx  zrr  Fs  r=r  û  -f-  b  x; 
et  on  pourra  y  satisfaire  au  moyen  d'une  des  indéterminées  a  ou  b. 

Supposons  ensuitey.v  un  F' x ,  il  est  clair  ([u'en  changeant  dans  a  -4-  ^p, 
p  en  .V,  et  prenant  la  fonction  prime  ,  on  aura  F' x  :=r  /'/  doncy'.v  r=  6. 
Ain.si  les  valeurs  de  a  et  b  seront  déterminées  par  ces  deux  conditions  ; 
car  on  aura  ^  rr:  f'v,  tt  a  =: /v  —  •'^^/'-v-  Donc  l'équation  à  la  ligne 
droite  deviendra  y  = /v  —  "^'f'-^'  -f-  ff'^'-  P  '^^  1  <-'tant  les  deux 
coordonnées ,  et  i'ubcisse  ,y  étant  regardée  comme  consianie, 
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Je  dis*  maintenant  que  cette  droite  a  la  propriété  qu'aucune  autre  droite 
ne  pourra  être  menée  entre  elle  et  la  courbe. 

Car,  soit  j-  i=r  cpr  =z:  g  H—  /i r  l'équation  d'une  autre  droite  quel- 
conque fn."  1 10) ,  pour  qu'elle  passe  par  le  même  point  commun  ,  il 
faudra  que  l'on  ait  aussi  (p  x  :=^fx  ;  et  pour  qu'elle  puisse  passer  entre  la 
courbe  et  la  droite  que  nous  venons  de  déterminer ,  il  faudra  de  plus  que 
l'on  ait  ^/ A-  — f'x  (11.°  1 1 1  )  ;  ces  deux  conditions  donnent  g-\-  lix  =ifx 
et  //  =1  f  x;  d'où  l'on  lire  pour  _o- et  //  les  mêmes  valeurs  que  nous  venons 
de  trouver  pour  a  et  l>  ;  de  sorte  que  cette  dernière  droite  coïncidera 
avec  la  première.  ■     .      1.  -■  V         ,  ..... 

Donc  la  droite  déterminée  par  l'équation  qzrza -\- l)p,o\i  a  =/v  —  xf  x 
et  h  ^zz  f  X  sera  tangente  de  la  courbe  représentée  par  l'équation  j  zizi/V^ 
au  point  qui  répond  à  l'abscisse  p  rrz  .v  (n."   i  0  8). 

Puisque  y  ziz:  fx ,  on  aura ,  suivant  la  notation  employée  dans  la 
première  partie,  y'  :=  f  x  ;  donc  les  expressions  de  a  et  h  seront  plus 
simplement  a  zzzz  y  xy    et  h   m:  y' .       .  , 

I  14.  Dans  l'équation  à  la  ligne  droite  q  rr:  a  --\-hp  ,  il  est  aisé  de 
voir  que  b  exprime  la  tangente  de  l'angle  que  cette  droite  fait  avec  l'axe; 

et  que est   l'ab.scisse  qui  répond   au    point   où   la    même    droite 

coupe  l'axe.    Donc  cette    droite    étant   tangente    à    la  courbe    au    point 

où  p  z=z  X ,  y'  sera  la  tangente  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  l'axe ,  et  x_ 

^              y  >  Il    I 

H—  — - — r= sera  ce  qii  on  appelle  la  sous-tan^ente.    • 

b  y  ^    '_ 

De  plus,  si  on  représente  par  s  zrz:  a.  H—  /S;-  une  autre  droite  qu! 
passe  par  le  même  point  de  la  courbe  ,  r  et  s  étant  les  deux  coordonnées 
de  celte  droite,  on  aura  pour  ce  point  ;■  zrr  p  m:  .v,  s  :zzz  q  =:  y; 
donc  ^1  — f-  l)x  =:  a.  -{—  /2,v/  et  si  on  veut  que  cette  droite  coupe  la 
première  sous  un  angle  dont  la  tangente  soit  w ,  comme  />  et  ^  sont  les 
tangentes  des  angles  que  ces  deux  droites  font  avec  le  même  axe ,  on  aura 

par  les  formules  connues  de  la  trigonométrie  (i  z=z ; —  /  donc  a  zzz  a 

*  °  I  —  om 

X  (  \  -+-  b')m 


Tm 


,  OÙ  il  n'y  aura  qu'à  substituer  les  valeurs  4e  ^  et  h,, 

Q  ^ 
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Si  on  veut  que  cette  seconde  droite  soit  perpendiculaire  à  la  tangente, 

ou  fera  m  zz^  oo ,   c'est-à-dire, z=z   o  ,    et    l'on    aura    simplement 

m 

^  b  ''  y  b  y 

Ainsi —  sera  la  tangente  de    l'angle    que  cette  perpendiculaire 

qu'on  appelle  communément  normale  ,  fera  avec   l'axe  ,  et   x  -\ ;: — 

■:z=.  —  yy'  sera  la  partie  de  l'axe  comprise  entre  le  point  où  elle  coupe 
l'axe  et  l'ordonnée,  c'est-à-dire,   la  sous-nornuile. 

Si  les  deux  coordonnées  x,  y  de  la  courbe  étaient  exprimées  en  fonctions 
d'une  troisième  variable  quelconque,  alors  prenant  x'  ety  pour  les  fonctions 
primes  de  x  et  y  relativement  à  cette  autre  variable  ,  il  n'y  aurait  qu'à 

mettre  par  tout  dans  les  formules  précédentes  —7-  à  la  place  de  y'  (n."  6 ^). 

Il  serait  superflu  d'appliquer  ces  formules  à  des  exemples  ;  car  ,  pour 
peu  qu'on  sache  les  premiers  élémens  du  calcul  différentiel ,  on  ne  peut 
manquer  d'apercevoir  l'identité  des  formules  précédentes  avec  les  for- 
niules  différentielles  connues, 

115.  Prenons  maintenant  le  cercle  pour  le  comparer  avec  la  courbe 
proposée.     L'équation    générale    du   cercle    rapportée    aux    coordonnées 

rectangles  ;>  et  q  est  (p  a)'   -f-   (q  —  b)''   zzz  c^ ,  oix  a  et  h  sont 

les  coordonnées  qui  répondent  au  centre ,  et   c  est  le  rayon  du  cercle. 
De-là  on  tire  q  ^zz  h   -i-    V  \_c'   (p   —   ^)'\    =^  ^P-  "^^'^^  ^^ 

Faisons  donc  Fx  zzz  fx  izzz  y ,  et  F' x  rrr  fx  zn  /,  et  tirons  de 
ces  équations  les  valeurs  de  ^  et  h,  la  seconde  donne  >/ [t'  —  (x  —  <^)'\ 

= ; ,   d  ou  1  on   tire  x  —   a  zzz:  — — ; ;   ensuite    la 

y  y(i  -^-y  ) 

première   donne  ^  —  h  zrr  ■/[<•''   —   (^  —  ^^)'\   ^^ '• — 
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SI  on  regarde  le  rayon  c  comme  donné  ,  il  ne  reste  plus  d'arbitraires 
dans  l'équation;  et  l'on  en  coMclura  que  le  cercle  donné,  dont  le  centre 
est  déterminé  par  les  coordonnées  a  et  ù ,  est  tel  qu'on  ne  pourrait  mener 
entre  lui  et  la  courbe  aucun  autre  arc  de  mcme  rayon  ,  mais  placé 
différemment.  •■  .    ,  ...  .  , 

Car,  pour  un  autre  cercle  du  même  rayon  c,  rapporté  aux  coordonnées  r 
et  s ,  et  dont  les  coordonnées  du  centre  seraient  g  et  //,  on  aurait  l'équation 
s  z=z  Çr  zzz  /i  -f-  V  [c'  —  fr  —  ëJ'l'  ^^  P^"-'^'  <-^'t^  ce  cercle  eût 
ie  même  point  commun  avec  la  courbe  proposée  ,  et  pût  passer  entre 
cette  courbe  et  le  cercle  déjà  déterminé  ,  il  faudrait  que  l'on  eût  aussi  (px- 
zziz  fx  zrzy  et  <?'.v  := /'.v  =z  /  ;  équations  qui  serviraient  à  déterminer 
les  deux  quantités  g  et  /;  /  or  ,  il  est  visible  que  ces  équations  sont  de 
la  même  forme  que  les  précédentes  ,  les  quantités  g  et  //  étant  à  la  place 
de  a  et  ù;  donc  elles  tlonneroiit  pour  g  et  //  les  mêmes  valeurs  que  Ion 
a  trouvées  pour  a  et  /;  ;  par  conséquent  le  nouveau  cercle  se  confondra. 
avec  le  cercle  déterminé  par  ces  valeurs. 

Donc,  suivant  la  même  notion  des  tangentes,  le  cercle  de  rayon  c, 
dont  le  centre  sera  déterminé  par  les  coordonnées  <i  et  Zi ,  sera  tancent  à 
la  courbe  proposée  dont  x  et  y  sont  les  coordonnées. 

Comme  celte  conclusion  a  lieu,  quelle  que  soit  la  valeur  du  rayon  c, 
on  peut  regarder  c  comme  indéterminé  dans  les  expressions  de  <7  et  />  ; 
alors  ces  coordonnées  a  ei  h  appartiendront  à  une  ligne  droite  dont 
l'équation  résultera  de  l'élimination  de  c ,  et  qui  sera  par  conséquent 
7    ^^     X  —  a  'C  ■■■^'       -, 

Cette  droite  sera  donc  le  lieu  des  cervtres  de  tous  les  cercles  qui  peuvent 
ctre  tangens  de  la  courbe  ;  elle  sera  donc  normale  à  la  courbe  ;  en  effet , 
on  voit  que  l'équation  de  cette  droite,  où  a  et  l>  sont  les  coordonnées» 
coïncide  avec  celle  de  la  normale  trouvée  plus  haut  frj."  i  i-f)' 

I  I  G.  Maintenant,  parmi  ces  différens  cercles  qui  satisfont  aux  conditions 
Fx  =/a-  zz=  j  ,  F' X  =/'-v  r=  y' ,  on  peut  en  trouver  un  qui  satisfjiâse 
de  plus  à  la  condition /•"".Y  =z/",v  z^y,  "      "• 
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En  effet,  ayant  trouvé  ci-dessus  F' x  z=z ; ■ — ,  on 

en  déduira  F"  x  z==: ^ —  /   ainsi  on    aura  l'équation 

X    ^^^ ~  :  or ,   on  a  déjà   trouvé  dans  le   même 

endroit  ]/ [c"  —  fx  —  a/-]  :=z  —  ~—=z ,,    ^    „,  /  donc  on 

aura^y    z=l  /  et  de- la  czzz  — 


y 
Substituant  cette  valeur  dans  les  expressions  de  a  ç\  h ,  on  aura 


y  y 

Les  trois  constantes  a,  h,  c  qui  entrent  dans  l'équation  générale  du 
cercle  étant  ainsi  déterminées,  on  en  peut  conclure  qu'aucun  autre  cercle 
lie  pourra  passer  entre  la  courbe  proposée  et  celui  qui  est  déterminé  par 
cç%  valeurs  de  ^ ,  h ,  c.  En  effet,  pour  qu'une  autre  courbe  quelconque 
rapportée  aux  coordonnées  r  ,s ,  et  représentée  par  l'équation  s  m  %r , 
pût  passer  entre  la  courbe  et  le  cercle  dont  il  s'agit,  il  faudrait  que  l'on 
eût  '  (px  ^:z.  fx  :z=.  y  ,  ç'  x  z=z  f'x  -z^iy'  et  ^"  a-  rr:  f'x  z=z  y"  (  n."  i  1 1  )  ; 
or,  si  cette  courbe  est  un  cercle  ,  prenant  les  qUantit<.%  g,  h,  k,  à  la 
place  de  a,  h ,  c,  on  aura  pour  cp.v,  cp' x ,  qî'  x  les  mêmes  expressions 
que  pour  Fx ,  F' x ,  F" x ,  en  substituant  seulement  dans  celles-ci^,  h,  k, 
au  lieu  de  <?,  h  ,  c  ;  donc  les  trois  équations  que  l'on  aura  pour  la  déter- 
itiinaiion  de  g,  h,  k,  seront  les  mêmes  que  celles  par  lesquelles  on  a 
déterminé  a,  h,  c  ;  donc  les  valeurs  de  «^,  // ,  k  seront  nécessairement 
\t%  mêmes  que  celles  de  a,  h,  c  ;  par  conséquent  le  nouveau  cercle  qui 
devrait  passer  entre  la  courbe  et  le  cercle  àù^ys.  déterminé ,  coïncidera 
avec  celui-ci  et  \\q\\  formera  qu'un  avec  lui. 

Donc  ce  cercle  aura  ,  relativement  aux  cercles  ,  la  même  propriété  que 
la  tangente  à  l'égard  des  lignes  droites  ;  ce  sera  ce  que  les  géomètres 
appellent  cercle  oscillateur  ou  cercle  de  courbure  ,  parce  qu'il  sert  à  mesurer 
ja  courbure  de  la  courbe. 

La  quantité  c  sera  le  rayon  de  ce  cercle  ,  qu'on  nomme  simplement  rafon 
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{}e  courbure,  et  les  quaiftitcs  ci,  h  seront  les   coordonnées   de  la  courbe 
cjui  sera  le  lieu  de  tous  les  centres  de  ces  cercles. 

1  17.  On  peut  maintenant  j.vésenter  cette  théorie  d'une  manière  plus 
générale. 

Soient  X ,  y  les  coordonnées  de  la  courbe  proposée,  qui  peut  être  quel- 
conque ,  Ci  p ,  q  les  coordonnées  de  la  courbe  qu'on  veut  lui  comparer, 
et  qui  eil  supposée  donnée.  ,        ,..  .j 

Supposons  que  l'équation  de  cette  courbe  renferme  ,  avec  les  variables  p 
et  y  ,  des  constantes  indéterminées  a,  h,c,  «Sec,  et  représentons-la  par 
F(p,(],a,  h,  c.)   ^i=L   o.  •......,       .  ,..i.;;.'   ,(,..-  .       r. 

Si  dans   cette  équation   on  change  p  ^\  x,  q  t\l  y ,  on  a  F  fx.y,  a 
h,  c...)z=.o,  équation  qui  donne  la  condition  nécessaire  pour  que  la 
courbe  donnée  ait  un  point  comn^un  avec  la  courbe  proposée.  >  '■. 

Dénotons  par  F(x,  y,  a,  h,  c...)'   la  fonction  prime,   par  F/x ,  y, 
a ,  b,  c...)"  la  fonction  seconde,  Sec.  de  la  fonction  F(x ,  y,  a,  b,  c.) 
en  regardant/  comme  fonction  de.v,  et  a,b,  c,  Sic.  comme  des  constantes, 

Cela  posé,  s'il  n'y  a  que  deux  constantes  indéterminées  a  et  b  ,  et  qu'on 
les  détermine  par  les  deux  équations     <:,f    til-b  rro'J  jv  \  ^  y-j  • .  ïrt^rnli'j 

F(x,y.a,b)  =  o,  F'(x,y,  a,  b)  —  o  T  '  ''  ^'"'^ 
alors  la  courbe  donnée,  dont  l'équation  est  F(p,  q ,  a ,  b)  m  o  sera 
tangente  de  la  courbe  proposée,  au  point  où  p   =^  .v. 

S'il  y  a  trois  constantes 'indéterminées  a,  b,  c,  et  qu'on  \qs  détermine 
parles  trois  équations  ■  /  '        '.^     '    '      \  ^^ 

F(^:.y,a,b,c)z=^o,F(x,y,a,b,c)':=^Q,F(x,y,a,b,c)"z=lo, 
la   courbe   donnée,  dont   l'équation    ^^^   F  (  p ,  q ,  a ,  b  ,  c  J  z=i  o  ,  sera 
osculatoire  de  la  courbe  proposée  ,  c'est-à-dire,  aura  même  courbure    au 
point  qui  répond  à  l'abscisse  p  :mz  x ;  et  ainsi  de  suite. 

Cela  suit  immédiatement  des  principes  établis  ci-dessus  ,  car  l'équation 
_prime  P  (x  .  y ,  a ,  b ,  c  .  .  ./  =  o  ,  donne  la  valeur  de/'  en  x , y ,  ^ ,  b ,  c  . 
l'équation  seconde  F  (  x  y  y ,  a ,  b  .  c  .  .  .  )"  z=^  o  donne  celle  de/  en  x,  y, 
y'  tt  a  ,  b ,  c  .  .  .  ;  et  ainsi  de  suite.  ;    .,  •.    , 

On  peut  en  général  appeler  contact  du  premier  ordre  le  rapprochement 
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de  dejjx  courbes  qui  se  louchent  dans  un  point  i' conMct  <7«  second  ordre  ; 
lorsqu'elles  ont  de  plus  la  même  courbure;  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  appeler  aussi  les  constantes  a,  b  ,  c ,  &.c. ,  qui  déterminent  le 
contact ,  élémens  du  contact.  *' 

Ainsi  le  contact  d'un  ordre  quelconque  m  dépendra  de  ///  -+-  i  élémens 
d,  h,  c,  &c.  :  et  la  détermination  de  ces  élémens  se  tirera  de  l'équation 
F  (  X,  y ,  û  ,  b ,  c .  .  .  )  zz=  o  de  la  courbe  donnée  qui  forme  le  contact, 
et  des  équations  dérivées  de   celle-ci  jusqu'à  celle  de  l'ordre  m"". 

La  propriété  analytique  de  ces  contacts  est  donc  que,  lorsque  deux 
courbes  ont  entre  elles  un  contact  d'un  ordre  donné,  leurs  ordonnées  et 
les  fonctions  primes,  secondes,  &c.  de  ces  ordonnées  jusqu'à  l'ordre  du 
contact  ,  sont  les  mêmes  ;  et  leur  propriété  géométrique  consiste  en  ce 
qu'aucune  autre  courbe  ,  qui  n'aura  pas  avec  elles  un  contact  du  même 
ord^-e,  ne  pourra  être  menée  entre  l'une  et  l'autre  fn."  11:2.). 


,■5 


118,  La  courbe  donnée  qui  forme  le  contact,  étant  par  exemple  une  ligne 
droite  dont  l'équation  la  plus  générale  est  y  —  a  —  bx  zzz:  o  ,  elle  ne  sera 
susceptible  que  d'un  contact  du  premier  ordre  ,  puisqu'il  n'y  a  que  deux 
élémens  ^z  et  b  ;  et  l'on  aura  pour  la  détermination  de  ces   élémens  les 

deux  équations   y  a  —  bx  z=z  o,  y'  —  b  z=i  o  ,   d'où    l'on  lire 

h  =7'  et  a  -r^z  y  —  xy' ,  comme  ci-dessus   ( u."   i  i  J  ). 

Prenons  pour  la  courbe  du  contact  un  cercle  dont  l'équation  la  plus 
générale  est  ^.v —  a /'  -\-  (y  —  b  )''  —  c''  ■=.  o  ,  elle  ne  sera  susceptible 
que  d'un  contact  du  second  ordre,  puisqu'il  n'y  a  que  trois  élémens  a,  b,  c. 
On  déterminera  donc  ces  élémens  par   les  trois  équations  fx —  ^  J''  -+- 

(y  h  y-   —  c-    z=    o  ,    A-   —   a   -]-  fy   —  b  )  y'    z=   o  ,    et 

I  _|_  ^  y  —  /)  )  y"  _)_  y'-  —z.  O  ,  dont  la  seconde  et  la  troisième  sont 
les  équations   prime   et  seconde  de  la  première.    De    ces    équations    on 

I     •         /  '  -^  >"  ^-^yyy 

tire  tout  de  suite  y  —  0  zz:::  —  ■ ,; ,  a,-  —  ^  —  — ■ 7,  » 

i 


comme  plu.s  haut  (  lu*    1 1  (>  ), 


y 

Si  on  prenait  l'équation  à  la  parabole  _y  .:^;i:  <■;  -h-  bx  -4—  ex  ,  qui  n'a 
aussi  que  trois   coiijtantes   arbitriiires  ,    on   aurait   de   même  ,    pour    la 

détermination 
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détermination  de  ces  co'nstantes ,  regardées  comme  cicmens  d'un  contact 
du  second  ordre  ,  ies  équations  y  —  a  /- .v  —  ex'  zzz  o  , y'  —  h  — 

2  ex  rrr  o ,  /'  —  2  r  =z:  o  ,  lesquelles  donnent  c  zr:  —,   b  zzz:  y   — 


../  .    ""'y 


xy   ,  a  =.  y  —  x/  -\~ 

Mais  si  on  prenait  l'équation  à  la  parabole  cubique  y  r=!  a  -+-  l>  x 
-+-  c  \'  — )—  rf'.v'  ,  elle  pourrait  avoir  un  contact  du  troisième  ordre,  dont 
ies  élémens  seraient  a,  b,  c  ,  J,  et  se  détermineraient  par  les  équations 
;'  —  a  —  bx  —  ex'  ^.v'  :=:  o  ,  y'  b  2  ex  — ■  3  <l x'  z:=i  o  , 

y"  2  e 6  (I X  z=:  o  ,  y'"  6  d  ^=  o  ;  on  aurait  ainsi  d  znz  ^—-^ 

y"  •*'3'"      7         t  II  ^y'  I 

c  r=:  — ^-- ,  b  =zy    —  xy    -H >  ^  =.  y  xy    -H 

-^' }"  x^  y'"  .' 


z  6 

El  ainsi  de  suite.  -  ' 

I  If).  Enfin  si  on  demande  la  courbe  la  plus  simple  qui  aura  avec 
une  courbe  proposée  un  contact  d'iui  ordre  quelconque  ni ,  prenant  a  et_y 
pour  l'abscisse  et  l'ordomiée  de  la  proposée  ,  p  et  <j  pour  celles  de  la 
courbe  cherchée,  et  reL^u'dant  y  comme  fonction  de  .v,  </  comme  tonction 
de  y'  ,  on  fera 

^=y-\-  (p  —  A-;  y   H ^ y  H ~ —  y    -+-  &c. 

en  prenant  dans  le  second  membre  autant  de  termes  qu'il  y  a  d'unités 
dans  ;;;  -+-   i . 

Car  en  prenant  les  fonctions  dérivées  relativement  à  p  ,  et  faisant 
ensuite  p  zzz  x  ,  on  aura  q  z=.  y  ,  /  =:;>''.  q  =  /' .  &c. ,  jusqu'à 
(f  -z^.  y"  ;  donc  ces  deux  courbes  auront  dans  le  point  commun  qui 
répond  à  p  zzz  x  ,  les  conditions  nécessaires  pour  un  contact  de  l'ordre  ni" 
( II."'  I  j  2.  et  I  jy  ). 

La  courbe  représentée  par  l'équation  précédente,  et  qui  est,  comme 
l'on  voit,  du  genre  parabolique,  aura  ainsi  dans  le  point  commun  à  la 
courbe  proposée,  le  cours  le  plus  approchant  de  celui  de  cette  courbe, 

R 
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de  manière  qu'aucune  autre  courbe  du  même   genre  ne  pourra  passer 
entre  ce.i  deux ,  si  elle  n'est  pas  d'un  degré  plus  haut. 

I  20.  La  iliéorie  que  nous  venons  de  donner  sur  le  contact  des  courbes, 
n'est  (ju'uue  suite  de  la  ihcorie  générale  du  développement  des  fonctions 
exposée  dans  la  première  partie.  Mais  nous  avons  vu  ( n°  ^0  et  sviv.) 
qu'il  y  a  àts  cs.i  particuliers  où  ce  développement  échappe  à  la  forme 
générale  ,  et  que  ces  cas  sont  ceux  où  tme  valeur  donnée  de  x  rend 
infinies  les  fonctions  dérivées  f  x ,  f"  x,  &:c.  Alors  le  développement  de 
f  f  X  -+-  i  J  contiendra  nécessairement,  pour  cette  valeur  de  x,  d'autres 
puissances  de/  que  les  simples  puissances  /,  /*,  &c.  :  et  l'analyse  des  n."*  i  i  o 
et  III  se  trouvera  en  défaut.  Quoique  ces  exceptions  ne  portent  aucune 
atteinte  à  la  théorie  générale ,  il  est  nécessaire  ,  pour  ne  rien  laisser  à 
désirer  ,  de  voir  comment  elle  doit  être  modihée  dans  les  cas  particuliers 
dont  il  s'agit. 

Supposons  donc  qu'en  faisant  .v  ^r:  m ,  la  fonction  fi^x  — t—  i  J ,  développée 
en  une  série  ascendante  de  /,  soit  de  la  forme//;;  H—  A  i^'  -\-  B i^  "^  ' 
-4-  Ci^'^^'^''  -\-  (Sec.  :  ,u,  V,  &c.  étant  toujours  des  nombres  positifs. 

Je  remarque  d'abord  (ju'on  peut  trouver  les  coèfficiens  A,  B ,C,  &:c., 
ainsi  que  les  exposans  A,  y.,  v ,  &c.  ,  par  une  méthode  semblable  à  celle 
du  n."  II.   On  fera  d'abord  f  f  m  -|-  ij  =zfm  -\-  i''  F ,  et  on  prendra 

pour  /'   la  plus  haute  puissance  de  ;   qui  divisera/  ( m -\- i  )  fui, 

.  après  les  réductions  convenables,  de  manière  que  le  quotient  P  ne  devienne 
ni  nul  ni  infini  ,  en  faisant  /  m  o.  Lorsque  m  zzz  o ,  l'exposant  A  pourra 
être  négatif;  dans  tout  autre  cas  ,  il  sera  évidemment  toujours  positif. 
On  fera  ensuite  P  ==:  A  -{-  i'^  Q,  A  étant  la  valeur  de  P  lorsque  /  =r  o  , 
et  on  prendra  pour  /"  la  plus  haute  puissance  positive  de  /,  qui  divisera 
P  —  A  ,  de  manière  que  le  quotient  Q  ne  devienne  ni  nul  ,  ni  infini , 
lorsque  /  =  o.  On  continuera  en  supposant  Q  zzz  B  -H  /'  P ,  B  ciant 
i.i  valeur  de  Q  lorsque  /  nr  o  ,  et  z'  la  plus  haute  puissance  positive  de 
i'  qui  divisera  Q  —  B  ,  en  sorte  que  le  quotient  P  ne  soit  ni  nul,  ni 
infini  ,  lorsque  /'::=:  o  ;  et  ainsi  de  suite.  On  aura  ,  de  cette  manière , 
ff,!,-+-,J  z=  fin  H-  /^  P  =  //;;  -H  i  '  A  -^  i^  "^  i'  Q  ===/'«  -+"  '^-^ 
-H  i' +  ^  /?  -h- /' -^  ^ -^  ' /?  =  c^c.  .  -  ■ 


DES    FONCTIONS    A  N  A  L  YT  !  Qi;  E  5.  l  :;  1 

f 
On  a,  pour  trouver  les  termes  .mccessifs  d'une  série,  des  nicihodes  plus 

courtes  ou  d'un  calcul  plus   facile,    mais   la  précédente  a   l'avantage  de 

ne   développer    la  série  qu'autant  que  l'un  veiu   et  de  tloiiner  la  valeur 

du  reste.  Nous  n'aurons  pas  besoin,  pour  notre  objet,   de  connaître  ces 

restes  ,  il    nous   suiîira  de  savoir  qu'ils  peuvent  toujours  s'exprimer  par 

des  quantités  de  la  forme  que  nous  venons  de  trouver. 

Cela  posé,  considérons  la  courbe  représentée  jiar  l'équation  y  zzr/.v, 
X  étant  l'abscisse  et  y  l'ordonnée;  supposons  qu'elle  ait  \\\\  point  commun 
avec  une  autre  courbe  dont  l'ordonnée  soit  B' x ,  et  que  ce  point  réponde 
à  l'abscisse  ///,  en  sorte  que  l'on  ait  F  m  zi^fm.  Au-tlel;i  de  ce  point  les 
ordonnées  àts  deux  courbes  ^^xonif  (m-\-i ) ,  F( m  H-  i)  pour  une  abscisse 
quelconque  ///  -j-  /  ;  et  leur  différence,  que  je  désignerai  par  D  ,  sera 
j  (  w  —f-  /  )  F  (  m  -+-  !  J. 

Développons  la  fonction  F  {m  H-  i  )  comme  la  fonction /(^/»  -+- '  J , 
et  soit  F  ('  m  -{-ij  =:  F  m  -\~  i°  p  .  p  z=z  a.  -\-  i"  tj .  </ n= /S -J-  r  /-.(Scc.  , 
0-,  T,  &c.  étant  des  nombres  positifs,  et  ce,  /3  ,  &c.  étant  les  valeurs  de 
V  .  q  ,  &c.  lorsque  /  m  o  ;  on  aura  d'abord,  à  cause  de  F  m  :=.  fm, 
D  —  i\A  —  lU  -H  i^  ^-^  Q  —  /'  -^  V- 

Les  deux  premiers  termes  du  développement  de  f  f  w  -+- i  )  étant 
fin  -\-  i^  A,  et  ceux  du  développement  de  F  f  m  -+-  i  )  ctant  /•/;/  -{-  /■''et, , 
supposons  qu'ils  deviennent  égaux  ,  en  sorte  qu'on  ait  aussi  j  z=z  X  et 
a.  z^  A  :  la  première  de  ces  deux  conditions  dépendra  de  la  nature  des 
fonctions  désignées  par  f  et  F ,  mais  la  seconde  pourra  toujours  être 
remplie  comme  la  condition  de  F  m  :=:  fm  par  le  moyen  des  constantes 
arbitraires  a,  h,  c,  Sic,  cjui  entreront  dans  la  ionctiou  /  .v.  On  aura 
donc,  dans  ce  cas,  D  =zi''^'''Q  —  i^'"^"  </ -'  ^'^  '^  ^^^^'"'^  impossible 
qu'aucune  autre  courbe  passe  entre  les  deux  courbes  dont  il  s'agit ,  dans 
le  même  point  qui  répond  à  l'abscisse  m ,  à  moins  que  les  deux  premiers 
termes  du  développement  de  ^  (m  H—  i ) ,  Ç  x  étant  l'ordonnée  de  cette 
autre  courbe,  ne  soient  aussi  les  mêmes  que  ceux  du  développement  de 
ff"^-\-iJ. 

Car  s'ils  sont  différcns,  ils  ne  jiourront  pas  se  détruire  dans  l'expression  de 
la  différence  A  des  deux  ordonnées  f  f  m  -\-i  )  et  (p  (m  H-  i) .  et  l'on  aura 
en  général  A  zzz  ;"■  /l  —  ï^  a.  -\~  ï'- -'^ l^  Q_  —  /■"  ""  '  k  ,  à  cause  de   %  m 
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zzz  fin  par  la  conJîuon  supposée  de  la  coïncidence  àes  courbes  dans  le 
point  qui  repond  à  .v  rm  m.  Cette  expression  de  A  étant  comparée  à  celle 

de   D  r=L  i''"^"  (2  f  ^  "  q ,  il  est  facile  de  voir  qu'à  cause  que  les 

exposans  y. ,  ^ ,  -k  sont  nécessairement  positifs  par  la  nature  du  dévelop- 
pement, il  sera  toujours  possible  de  prendre  i  assez  petit  pour  que  la  valeur 
de  A  surpasse  celle  de  D ,  abstraction  faite  des  signes  ,  tant  qu'on  n'aura 
pas  0  :zr:  A  et  a.  z=:  A  ,  comme  dans  les  deux  premières  courbes.  Donc , 
dans  tout  autre  cas ,  la  troisième  courbe  passera  nécessairement  en  dehors 
des  deux   autres. 

En  poussant  plus  loin  le  développement  des  fondions  y  (m  -\-  i  )  et 
F  (m  —H  i ) ,  on  prouvera  ,  de  la  même  manière,  que  si  les  trois  premiers 
termes  du  développement  de  ces  fonctions  sont  les  mêmes  ,  aucune  autre 
courbe  ne  pourra  pas.^er  entr'elles ,  à  moins  qu'elle  n'ait  aussi  les  mêmes 
termes  communs  avec  celles-là  ;  et  ainsi  de  suite. 

On  poin-ra  donc  appeler  aussi,  comme  dans  le  n.°  117,  contact  flu 
vreniier  ordre  ,  du  second,  &c. ,  le  rapprochement  de  deux  courbes  pour 
lesquelles  les  i\c\.\^  premiers  termes  ,  ou  les  trois  premiers,  ou,  &:c,  seront 
ies   mêmes   dans  les   développemens  des  fonctions    cjui   représentent  les 

ordonnées. 

Ainsi  la  courbe  dont  l'équation  est  y  z=r  fx  étant  donnée  ,  la  courbe 
la  plus  simple  qui  aura  avec  elle  un  coiuact  du  premier  ordre  au  point 
où  .V  r=:  m  sera  représentée  par  l'équation  y  =:  fin  —h-  A  (s  —  ni )^'  ; 
et  celle  qui  aura  un  contact  du  second  ordre  le  sera  par  y  :=fiii  -4— 

A  fx m  J''  H-  B  (  X  —  ;//  y  ^  "^  ^  ;  et  ainsi  de  suite.  Car  en  substituant 

?//  —\—  i  pour  .V,  on  aura  simplement  les  deux  premiers  termes  ////  --f-  A  i'',  ou 
les  trois  premiers///;  -{-  A  i^ -\-  Bi''^'^,  ou,  ^c.  du  développement 
i\effin—\—iJ.  Ces  courbes  auront  donc  aussi  dans  le  même  point  le  cours 
le  plus  approchant  de  celui  de  la  courbe  proposée,  et  pourront  par 
conséquent  servir  à  en  iairc  connaître  les  propriétés  comme  les  poiiUs  sin- 
guliers ,  les  points  de  rebroussement ,  (Sec.  ;  sur  quoi  voyez  VAncdyse  des 
lignes  courbes  de  Cramer. 

121.  Supposons  maintenant  que  ,  dans  l'équation;'  ;:=/v  de  la  courbe 
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propoic'e  ,   on  substitue  — :-  à  ia  place  Je  .v,  et  qu'on  dcveioppc  la  fonction 

fx  en  une  série  ascendante  delà  forme /4/''— H- ^/^^''  -\- Ci^^^'^'^ -\-^c. 
Si  on  fait  la  mcme  chose  pour  l'cquaiion  v  ^rr  /  v  d'une  autre  courbe, 


et  que  les  premiers  termes  du  dcveloppement  de  F  — —  soient  les  mêmes 

que  ceux  du  développement  dey^  — ,  on  pourra  prouver,  par  un  raison- 
nement semblable  à  celui  qui  a  été  fait  ci-dessus ,  qu'on  pourra  toujours 
prendre   /  assez    petit    pour    qu'aucune    autre   courbe  ,    représentée   par 

l'équation  y  z=  %Xf  et  dont  la  fonction   <!f  -r- développée  de  même  eu 

série  ascendante  n'aurait  pas  autant  de  termes  identiques  avec  ceux  de  ces 
courbes  ,  ne  puisse  passer  entreces  mêmes  courbes  dans  les  points  qui  répon- 
dront à  l'abscisse  .v  ■=.  —r^  .  et  à  toutes  les  abscisses  plus  grandes  à  l'infini , 

puisque  dès  que  la  condition  qui  peut  empêcher  que  cette  courbe  ne 
passe  entre  les  deux  autres  ,  aura  lieu  pour  une  certaine  valeur  de  ; ,  elle 
aura  lieu  ,  à  plus  forte  raison,  pour  toutes  les  valeurs  de  /  plus  petites. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  la  courbe  dont  l'équaiioii  sera  simplement 
y  ::=  A  x~  ^,  ou  y  zzz  A  x~  ^  -\-  B  x"  ^  -  "-  ^  ou ,  &c.  ira  en  s'approchant  conti- 
nuellement de  la  courbe  proposée,  à  mesure  que  les  abscisctfs.4[^.. viendront 
plus  grandes,  mais  sans  pouvoir  jamais  l'atteindre,  de  manière  qu'elle 
parviendra  à  ww  terme  passé  leqifel  aucune  autre  courbe  àw  même  oenre 
parabolique  ou  hyperbolique  ,  qui  ne  sera  pas  d'un  degré  plus  haut,  ne 
pourra  passer  entre  les  deux  courbes.  Cette  seconde  courbe  sera  donc 
une  asymptote  de  la  première  ;  et  cette  idée  de  l'asymptote  me  paraît  la 
plus  simple  et  la  plus  générale  qu'on  en  puisse  donner,  en  même  temps 
qu'elle  est  aussi  la  plus  propre  à  caractériser  la  nature  du  rapprochement 
qui  constitue  le  vrai  asymptotisme. 

12  2.  Les  problèmes  qu'on  peut  proposer  sur  les  tangentes,  les  rayons 
de  courbure  Sec,  et  en  général  sur  les  contacts  des  courbes,  sont  de  deux 
sortes  ,  directs  on  inverses.  Les  problèmes  directs  se  réduisent  toujours  à 
trouver  quelques-uns  des  élémens  du  contact  d'un  certain  ordre  (1}°  i  ly), 
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et  comme  lis  ne  dépendent  que  de  l'analyse  directe  des  fonctions ,  ils  sont 
toujours  résolubles  analytiquement.Dans  les  problèmes  inverses,  on  suppose 
qu'il  y  a  une  relation  donnée  entre  quelques-uns  de  ces  élémens  et  les 
coordonnées  x ,)' ,  avec  les  fonctions  dérivées  y' ,  y  ,  &c,  ;  et  cette  relation  , 
en  y  substituant  les  expressions  générales  des  élémens  en  x,y ,y' ,y" ,  &c. , 
devient  une  équation  dérivée  d'un  certain  ordre  ,  dont  il  faut  trouver 
l'équation  primitive  pour  avoir  celle  de  la  courbe  cherchée  en  x  et  y.  Ces 
problèmes  conduisent  donc  immédiatement  à  des  équations  dérivées  ,  et 
leur  solution  dépendant  essentiellement  de  l'analyse  inverse  des  fonctions, 
se  trouve  sujette  à  toutes  les  difficultés  de  cette  analyse, 

II  y  a  cependant  des  cas  où  l'on   peut  les  résoudre   directement  par 

des  considérations  particulières,   qui   mériient   d'autant  plus  d'attention, 

qii'elles  tiennent  à  des  finesses  d'analyse  qu'il  est  intéressant  de  connaître. 

■  Ces  cas  sont   ceux  où  la  relation  donnée  n'est  qu'entre   les  élémens 

mcmes  du   contact,  sans  que  les  coordonnées  x ,  y ,  y  entrent. 

Pour  donner  d'abord  par  im  exemple  une  idée  de  ces  sortes  de 
problèmes  ,  supposons  qu'on  demande  la  courbe  dont  chaque  tangente 
coupera  deux  ordonnées  (  prolongées  s'il  est  nécessaire  )  répondant  aux 
abscisses  x  =  m  et  .v  zzz  // ,  de  inanicre  que  le  produit  des  parties  de  ces 
ordonnées  comprises  entre  la  mcme  tangeiite  et  l'axe  des  abscisses ,  soit 
toujours  constant  et  égal  à  /<. 

Puisque  l'équation  à  la  tangente  est  (]-=La-\-I>p  (n.ii^),  en 
faisant  successivement  ;;  = ///  et  p^=zii,  on  aura  les  deux  valeurs  de  ^, 
dont  le  produit  devra  être  égal  à  K -,  on  aura  donc  entre  les  élémens  du 
contact  a  tih  l'équation 

(a  —H  m  h )     ( n  -+-  n   h)  zziz  A". 

La  marche   naturelle  et  directe  serait  donc  de  substituer  à  la  place  de 

«7  tt   /'  leurs  valeurs  y .v  y'  et  y',    /'//."  cih'J  ;   on   aurait  alors  cette 

équation   du  premier  ordre 

[y  -H  0"  —  ■'')  '/  J    \^y-^  ("  —  ■'■^'  /  1   =  ^''' 
dont  il  ne  serait  pas  aisé  de  trouver  l'équation  primitive  par  les  méthodes 
ordinaires.       -        '   , 
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Mal5  si  en  prend  lei  fonctions  primes  de  celte  équation  ,  il  vient  celle-  ci 

dont    tons    les    termes    se  trouyent  multipliés   par  y";    de   iorte   quelle 
peut  se  décomposer  dans  ces  deux 

j"  =  o  et  [ y  -1-  {>i  —  xj  y'  ]  {m — xj  -+-[>'-+-  {'H  —  V  /  ]  0'  —  -^'J  =  "  • 

La  première,  qui  est  du  second  ordre,  donne  sur-ie-champ  celle-ci  du 
premier  v'  rrr  y4  ,  où  A  est  une  constante  arbitraire  ;  ainsi  [)ar  les  principes 
établis  dans  le  n."  55)  et  suivans,  on  aura  l'équation  primitive  complète 
de  la  proposée,  en  y  substitLiant  siinplement  cette  valeur  de  y'.  .■        -  '•  ; 

Cette  équation  sera  donc  de  la  forme  fy A  x-\-mA)  (y  —  /î.v— f— 

«  A)  z=z  K ;  savoir ,  en  développant  les  termes  (y Ax )'  -\-  (y  —  A  \ ) 

(m-^n)  A-\-mn  A'  —  Kz=zo.  D'où,  en  extrayant  la  racine,  on  lire 

y  ^z  A  X  B;  en  prenant   pour   B  ,    la  racine   de  l'équation  B''  -+- 

(m  -\-  n)  A  B  —I—  ;//  /;  A'  —  K -1=^  o.   D'où   l'on    voit   que   l'on  n'a    de 
cette  manière  qu'une  équation  à  la  ligne  droite. 

En  effet  ,  l'équation  y"  zzn  o  ayant  donné  y'  zr:  A  ,  celle-ci  donnera 
l'équation  primitive  y  :=.  A  x  -+-  B ,  A  et  B  étant  deux  constantes  ar- 
bitraires ;  mais  par  la  théorie  des  n."' cités  ci-dessus,  ces  deux  constantes 
ne  peuvent  pas  être  arbitraires  à  la  fois;' car  il  faut  (jue  l'équation  trouvée 
coïncide  avec  la  proposée,  pour  une  valeur  de  a;  or  faisant  x  :z:z  o  on  a    '  n-f»' 

j==  /?,;'' =  /4;  donc  on  aura  entre  A  et  B  cette  équation  de  condition  ■      '  t.-tv    ' 
(B-\-mA)   ( B  -\- Il  AJ  ^n  K ,   cpii  est  la  même  que  celle  que  nous 
avons  trouvée  ci-dessus,   pour  la  détermination  de  B  en  A. 

Venons  maintenant  à  l'autre  équation  qui  n'est  que  du  premier  ordre,    'f      "'    '' 
Celle-ci  servira  également  à  trouver  ime  équation  primitive  de  la  proposée    a-.'"^'-*  •'   " 

par  l'élimination  <\q  y' .    En  effet,   elle    donne  y' zzr. — --"  "^  ~  '"  ~  "^  ^' —  ,-c'U' 

^  -^  ^  2  (m-  x)    (n  -  X)  -,        / 

valeur  qui  étant  substituée  dans  la  proposée,  la  réduira  à  celle-ci, 

j             .}.  A'  (m  —  x)    (il  —  X  ) 
y    H-   -^-™-^^. :z=o. 

Equation  pour  l'ellipse  ou  pour  l'hyperbole,  suivant  que  AT  sera  tn>c 
quantité  positive  ou  négative.  Le  grand  axe  sera  //;  —  // ,  le  petit  axe 
YK ,  et  les  deux  sommets  seront  aux  points  où  .v  zz:z  m  et  où  .y  ■::zz  h. 
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La  propriété  des  tangentes  qui  nous  a  conduits  à  cette  équation ,  est 
démontrée  dans  la  proposition  XLIl.""'  du  troisième  livre  des  coniques 
à'  Apollonius  ;  mais  l'analyse  précédente  a  l'avantage  de  faire  voir  que  cette 
propriété  appartient  uniquement  aux  secfiions  coniques. 

Ï23.  Si  on  examine  maintenant  les  deux  solutions  qu'on  vient  de 
trouver,  il  est  facile  de  voir  que  la  première  ne  donne  que  la  ligne  droite 
même  qu'on  a  supposée  tangente  ,  en  regardant  les  deux  éléntens  a  et  b 
comme  constans  ;  car  l'équation  _y  r=:  A  .v  —H-  B  ne  diffère  point  de  l'équation 
fj  ■:z=z  cl -\- h  p  de  cette  tangente,  l'équation  entre  les  deux  constantes  A 
et  B  étant  évidemment  la  même  que  celle  que  l'on  a  supposée  entre  les 
quantités  b  et  a. 

En  effet,  il  est  visible  que  toute  droite  peut  résoudre  le  problème, 
pourvu  qu'il  y  ait  entre  ses  dtux  constantes,  la  relation  donnée  par  les 
conditions  du  problème;  et  comme  il  reste  une  constante  arbitraire,  il 
s'ensuit  que  l'éqiialion  de  cette  droite  doit  être  l'équation  primitive 
complète  de  l'équation  du  premier  ordre  donnée  par  le  problème. 
Donc  ,  analytiquement  parlant ,  le  problème  est  résolu  complètement  par 
l'équation  même  y  nr  d  — |—  b  x ,  d  et  b  étant  deux  constantes ,  dont 
l'une  est  arbitraire,  et  l'autre  en  dépend  par  l'équation  f a -{- m  b J 
(a^^iib)  z=.K.  .     ■■      :>      • 

A  l'égard  de  la  seconde  solution  ,  comme  elle  ne  contient  point  de 
constante  arbitraire  ,  elle  est  à  la  rigueur  moins  générale  que  la  première, 
et  ne  peut  être  qu'un  cas  particulier  de  celle-ci  ,  ou  bien  une  solution 
singulière  ,  provenant  de  la  considération  que  nous  avons  développée 
dans  le  n."  72. 

Il  est  d'abord  facile  de  se  convaincre  que  cette  dernière  solution  ne 

peut  être  un  cas  particulier  de   la  première  ;    car   il   laudraii   pour    cela 

que  l'équation  y  ■^:z  a  x  — |—  b   de  la  première  put  satisfaire  à  l'équation 

â^  K  (m  —  x)    (n  —  x) 

^  —  z=  G  de  la  seconde  ,  en  dctermuiant  conve- 


(m  -  ny- 

nablement  sa  constante  arbitraire,  et  par  conséquent  qu'en  éliminant  y  de 
ces  deux  équations,  la  résultante  ne  contînt  plus  que  des  constantes, 
ce  qui  n'est  pas. 

Elle 
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Elle  ne  peut  donc  ctre  qu'une  solution  singulière;  et  en  effet,  nous 
avons  vu  (  n."  yj)  que  le  caractère  de  l'équation  primitive  singulière 
de  toute  équation  du  premier  ordre  de  l;i  îoK\w<i  y  -zzi  F  ( x  ,  y  )  ,  est  de 
rendre  infinie  la  fonction  F'  (y) ,  c'est-à-dire  ,  la  fonction  prime  de 
F  (x,  y)  prise  relativement  à  _y  seul.    Or  l'équation   de  notre  problème 

[y  -+-  f  "i  —  ^J  y]    [y  -\-  f  "  —  -v^  y'  ]  =  A',  étant  mise  sous  la 
forme  précédente  ,  donne 

r  ,  A,  vy  —  ^-^^^^^  _  ^^   ^^^  _  ^  -  — -        , 

d'où  l'on  tire 

■  F'  {y}— Qn-nry ^ 

''^'  ^  (m  —  xj   (n — Xy    V  [_^  K  (tn  —  x)   (n —  xj  h-  (m  —  n/'y'\ 

OÙ  l'on  voit  que  F'  (y  )  devient  infini  par  l'équation  4  K  (m  —  x ) 
hi x)  H—  ( "i "  J' y'  ^^^  °  '  T^''  ^^^  celle  de  la  seconde  solution. 

1:14.  En  examinant  la  manière  dont  nous  sommes  parvenus  à  celte 
solution,  on  verra  qu'elle  dépend  de  celte  circonstance,  que  les  fonctions 
primes  de  a  et  l)  regardés  comme  fonctions  de  .v ,  v,  /  ,  sont  entr'elles 
dans  nn  rapport  qui  ne  contient  pas  la  fonction  seconde  y"  ;  en  effet, 
ayant  b  =^y'  tt   a  z:^  y -v  v',  on  a  ù'  zzzy"  et  a  :zr x  y"  ,  ce  qui 

donne  — —  ^=^  —  "^  !  '^^  sorte  que  prenant  la  fonction  prime  de  l'équation 

(cl  -\—  ?;:  h)  (a  — j—  ;/  h)  -zn  K ,  et  divisant  par  //,  on  a  une  équation  qui 
est  également  du  premier  ordre  ,  et  le  résultat  de  l'élimination  de  y'  entre 
ces  deux  équations  ,  donne  l'équation  aux  sections  coniques  trouvée  plus 
haut.  Or,  je  considère  que  les  quantités  ^  et  b  sont  données  par  les  équa- 
tions y  z:zz  (I  -\-  h  x  et  y'  zzz  b  (n."  i  i  8 ).  Ainsi  l'équation  dont  il  s'agit 
est  le  résultat  de  l'élimination  de  a,  b  et  j'  entre  les  équations  v  zzz 
a  — t—  h  X ,  y  znz  b  ,  (a  — |—  m  b)  (a  -\-  n  b)  zn  K ,  et  l'équation  prime 
de  cette  dernière  divisée  par  n'.  On  obtiendra  donc  aussi  le  même  résultat 
en  éliminant  d'abord  une  des  deux  quantités  a  ou  b  entre  les  deux 
équations  y  zzn  a  -+-  b  x  et  ( n  —h-  /;;  b )  (a  -f-  //  b)  z:=i  K ,  et  ensuite 
éliminant,  l'autre  par  le' moyen  de  ré(|uaiion  résultante  et  de  son  équation 

S 
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prime    prise  en  faisant   varier   cette  dernière  quantité.    Ainsi   éliminant 
d'abord  a  on  a  l'équation 

{y  -H  (m  —  x)  h\    {y  -1-  ( r.  —  x)  b]   —  K. 

Prenant  l'équation  prime  relativement  à  b,  et  divisant  par  // ,  on  a 

[y-[-(m x)'b]    (n x)  -^[y  -\-  (n x  )  b]    (m x)z:^o, 

2.      X      77}      71 

■^    d'où    l'on  tire    b  =  — Ç— ; — ,  valeur  qui,  substituée  dans 

2  (m  —  x)    (n  —  xj  '■ 


l'autre  équation,  donnera  comme  ci -dessus  l'équation  (m  —  ")')'' 
4  K  (m  —  x )   ( n  —  X )  r=:  o  ,  qui  renferme  la  seconde  solution. 

On  peut  encore  considérer  que  l'équation  (a  — |—  ;;;  b)  (a  —f—  ;/  b)  i=r  K 
qui  contient  la  relation  entre  <3  et  /; ,  dans  laquelle  consiste  la  condition 
du  problème,  donne,  par  la  résolution  ,  <7  ^//i ,  valeur  qui  étant  subsli- 
iLiée  dans  l'équation  y  =  a  — t-  b  x ,  la  réduit  à  celle-ci  y  rznfb  -\-  b  x  , 
qui  ne  contient  plus  que  la  constante  arbitraire  b ,  qu'on  éliminera  par 
l'équation  prime  prise  relativement  à  b  ,  savoir ,  f  b  — |—  x  z=  o  ,  ce  qui 
donnera  encore  le  même  résultat.  Or,  par  ce  qu'on  a  vu  ci-dessus,  l'équa- 
tion y  ^=^  j  b  — t—  b  X  esi  l'équation  primitive  complète  de  l'équation  du 
premier  ordre  donnée  par  le  problème  ;  donc  l'équation  résultant  de 
l'élimination  de  b  entre  celle-ci  et  l'équation  j'  b  — (—  .v  z^  o  ,  sera  précisé- 
ment l'équation  primitive  singulière,  d'après  la  théorie  du  n."  72. 

D'un  autre  côté,  comme  l'équation  y  z=z  fb  -f-  bx  est  l'équation 
générale  des  tangentes  de  la  courbe  cherchée  f/i."  122)  ,  t)\\  en  peut 
conclure  que  pour  avoir  l'équation  de  cette  courbe  ,  il  n'y  a  qu'à  regarder 
la  constante  arbitraire  b  qui  différencie  les  tangentes,  comme  variable,  et 
la  déterminer  par  la  condition  que  l'équation  prime  relative  à  cette 
seule  variable  ait  lieu  en  même  temps.  Et  de- là  onvoit  aussi  que  l'équation 
primitive  singulière  que  nous  avons  trouvée  pour  l'équation  du  premier 
ordre  donnée  par  le  problème  ,  n'est  autre  chose  que  l'équation  de  la 
courbe  formée  par  lintcrsection  continuelle  A<ii  ilroites  représentées  par 
l'équation  primitive  .complète  de  la  même  équation  du  premier  orcke. 

125.    Après  avoir  ainsi   éclairci    la  matière  par  un    exemple,    nous 
allons  lu  traiter  d'une  manière  générale,  b'oit,  comme  dans  le  n.'^'  117  > 
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F(x,y,  a.  h)  zzz  o  l'équation  Je  la  courhe  du  contact,  que  nous 
avons  supposée  ci-dessus  une  ligne  droite,  et  soit  (p  (a,  h)  zrr  o  l'équa- 
tion qui  détermine  la  relation  entre  les  deux  élémeiis  a  et  h  ,  donnée  par 
ia  nature  du  problème  proposé  ;  suivant  la  théorie  donnée  dans  ce  même 
numéro,  il  laudra  délcrmincr  a  et  h  par  les  deux  équations 
/''  {.\- ,  y ,  (i ,  b  )  z=zo  et  F  ( X  ,  y  ,  a  ,  b )'  z=.  o. 

Or ,  nous  avons  vu  ( n."  j-p  )  que  si  on  élimine  a  et  b  des  trois  équations 
F  ( X,  y .  a ,  b)  :z=i  o  ,  F  ( x  ,  y ,  a,  b)'  z=  o  et  F  (x ,  y ,  a,  b)"  =  o  ,  ou 
a  une  équation  du  second  ordre  entre  x ,  y ,  y'  et  y"  ,  que  nous  désignerons 
par  V  zrz  o  ,  et  dont  F  (x,y,  a,  b)  ^n  o  sera  l'équation  primitive 
complète ,  a  et  b  étant  les  constantes  arbitraires  ;  nous  y  avons  vu  aussi 
que  si  on  élimine  a  ou  b  iXti  deux  premières  ,  les  deux  résultantes  seront 
des  équations  primitives  du  premier  ordre  de  la  même  équation  Kr=  o  , 
et  ciont  celle-ci  sera  le  résultat ,  en  prenant  tle  nouveau  les  lonctions  primes 
et  éliminant  la  constante  (jui  y  était  restée  (lu  60).  Donc,  si  de  ces 
deux  premières  équations  on  tire  les  valeurs  de  a  et  b ,  que  nous  dési- 
gnerons par  P  et  Q  ,  en  sorte  que  l'on  ait  a  z=:  P ,  b  zn:  Q,  P  et  Q 
étant  des  fonctions  de  x,  y  et  y';  qu'ensuite  on  prenne  les  fonctions  primes 
de  ces  équations  ,  en  y  regardant  toujours  t7  et  b  comme  constantes  ,  011 
aura  les  équations  du  second  ordre  P'  zi^  o,  Q'  mr:  o,  qui  devront 
coïncider  avec  l'équation  K  r=:  o  ;  de  sorte  qu'on  aura  nécessairement 
F  r=:  M  V ,  <2'  =  A^  V ,  M  et  A''  étant  des  fonctions  de  a-  ,  y  et  y'  sans 
y"  ;  car  si,  par  exemple,  yîf  contenait  encore  y"  ,  alors  l'équation  /"  z=z  o 
donnerait ,  outre  K=:r  o,  cette  autre  équation  du  second  ordre  yl/zrr  o, 
qui  ne  serait  pas  comprise  dans  la  même  équation  Kzrz  o  ;  ce  qui  ne 
se  peut.       ,  . 

Substituant  Jonc  ces  valeurs  Je  a  et  b  dans  l'équation  Ju  problème 
Ç  fa,  b)  :=.  o,  on  aura  (p  (P,  Q)  zi^  o  ;  prenant  ensuite  l'équation 
prime,  on  aura  P'  ç>'  (P)  -f-  Q'  (p'  (Q)  rz:  o  ,  en  Jénotant  par  (^'  (PJ 
et  (p'  (  Q)  les  fonctions  primes  de  (p  ( P ,  Q)  prises  relativement  à  P  et  Q 
isolés;  donc  mettant  pour  P'  et  Q'  les  expressions  ci-dessus,  cette  dernière 
équation  deviendra  K'  [y14(p'  (P)  -f-  A'  <p'  (Q)  ]  =  o,  laquelle  se 
décompose  naturellement  eu  ces  deux-ci ,  V  zz::.  o  et  M  (p'  (  P ) 
N  (p'  (Q)  —  o.       .     .-.  ■  ». 

S   2 


140  THÉORIE 

La  première  Kr:=  o  ,  sera  du  second  ordre  et  aura  pour  cquatîoii  pri- 
mitive complète,  F  (x,y,  a ,  h)  ■=:  o  ,  c'est-à-dire,  l'cquation  même 
de  la  courbe  du  contact ,  dans  laquelle  une  seule  des  deux  constantes  a 
ei  l)  sera  arbitraire  ,  l'autre  étant  dcterminée  par  l'équation  nicme  du 
problème   (p  (a,  h)  z=z  o. 

L'autre  équation  M  ç'  ( P )  —1—  N  tp'  ( Q_)  zr=  o  ne  sera  que  du  premier 
ordre  et  sans  constante  arbitraire  ;  mais  étant  combinée  avec  l'équation 
^  ( P >  Q.)  :=  o  .  file  donnera,  par  l'élimination  de/,  une  équation  entre  x 
Gly  qui  sera  l'équation  primitive  singulière  de  cette  dernière  (p  (P,  Q,)  :=^  o. 
..Cette  équation  sera  donc  le  résultat  de  l'élimination  des  quantités  ^, 
h  ety  entre  les  quatre  équations  F  (x  ,y,n,h)  zn  o  ,  F  (x  ,y ,  a  ,1))' z=zo , 
q>  fil,  h)  et  A4  (^'  (n)  -\-  N  (p'  (b)  =.  o.  Or,  en  regardant  u  et  /> 
comme  des  fonctions  de  .v  et  y,  les  équations  a  r=  P,ù  =:  Q  rcsuhant 
des  deux  premières  ,  donnent  ces  deux  équations  primes  a'  2=:  P'  zz^  M  V 

et  U  =  (2'  =  N  V ,  donc——-  =::  — ~  ;     de    sorte    que    la    dernière 

Al  a  '■ 

'  r    •        ^  n         •        /     /       I  ^'  ?'   (^)  ■      ' 

équation  se  rcduira  a  celle-ci  tp    (  ûJ  H ,  —  r=:  o  ,  qui  n  est  autre 

chose  que  l'équation  prime  de  (p  (a ,  h)  z=z  o  ,  divisée  par  <7'.  D'un  autre 
côté,  dans  la  supposition  de  a  et  /v  variables,  il  est  évident  que  la  fonction 
prime  de  F  (x,y,  a,  h)  n'est  pas  simplement  F  (x,  y,  a.  h/ ,  mais 
qu'il  y  faut  ajouter  les  termes  dus  à  la  variation  de  a  et  b  ,  qui  sont 
«'  F'  (n)  -H  y  F'  (b)  ,  en  désignant  par  F'  (a)  et  /''  (b)  les 
fonctions  primes  de  F  (x,  y ,  u  ,  b)  prises  relativement  à  ^7  et  à  b  regardés 
comme  seules  variables.  Donc  prenant  les  fonctions  primes  de  l'équation 
F  (x,  y,   a,   b  )  ^^   o,    on  aura 

F{x,  y,  n,  b)'  H-   a'   F  (a)  -f-  //  F  (b)  —   o; 
mais  on  a  déjà  l'écpiation   /'  (x,  y ,  a,  b  )'  zzzl  o;  on  aura  donc  néces- 
sairement dans  la  supposition  de  a  et  b  variables ,    l'équation  a'  F  (a) 

-+-  U  F'  (b)  z=  o  ,  d'où  l'on  tire  — —  = ,.,     '^, ,    ,  c'est  la  valeur 

<î  t     (b). 

de ,   qu'on    peut   trouver   directement   de    cette   manière  ,    et  qu'on 

M        ^  ^ 

voit  clairement  ne  pouvoir  être  «pi'une  fonction  du  premier  ordre ,  puis- 
qu'elle ne  contient  que  les  quantités  .v^  ;•  et  a,  h. 
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Donc  l'cqiiation  tlont  ii  s'agit  sera,  en  dernière  analyse,  le  résultat  de 

J'climination  àa  a  ,  b  ,  et — —  entre  les  quatre  équations /y.v,j,  <7,/^y:::z:o, 

<p  (a,  h),  F'  (a)  -\--^P  (h)—  o  ,  (p'  (a)  -+_  J-^'  ^  ^  ;  ^  o 

dont  \t%  deux  dernières  sont  les  fonctions  primes  des  deux  premières  prises 
relativement  à  a  et  h,  et  divisées  par  a' ;  l'équation  F fx,  v,  n ■  h )  —  <-> 
n'est  plus  nécessaire  ici ,  et  se  trouve  remplacée  par  l'équation  /'  ( a )  — f- 

■ — ~  F'  (h)  zir  G  ,  qui  en  est  une  suite.  Donc,  si  on  réduit  d'abord  les 

ii 

deux  premières  en  une  seule  par  l'élimination  de  h  ,  il  ne  s'agira  plus  que 
de  prendre  l'équation  prime  de  celle-ci  relativement  à  fi  seul,  et  d'éliminer 
ensuite  <•/  par  le  moyen  de  ces  deux  ,  le  résultat  sera  Jiécessairement  le 
même  qu'auparavant. 

Si  donc  on  tire  de  l'équation  (p  (  a  ,  h  )  rrr:  o,  donnée  par  les  conditions 
du  problème  entre  les  élémens  du  contact  <-/ ,  Z»  ,  la  valeur  de  h  en  a  ,  et 
qu'on  suppose  l)  =rr  -1^  a  (^  ^  étant  aussi  la  caractéristique  d'une  fonction  ) , 
qu'on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  F  (  x  ,  y ,  a  ,b  )  z=  o  de  la 
courbe  du  coiuact ,  qu'ensuite  on  prenne  la  fonction  prime  de  F  (x.y, 
a,  ^  ti  )  relativement  à  n  seul,  fonction  que  nous  désignerons  par 
a' F'  (a,  n|/  a ) ;  a'  étant  la  fonction  prime  de  a  regardé  comme  fonction 
de  .V,  on  aura  ces  deux  équations  F  (x  ,y ,  a ,  \a  )  zzr.  o  ,  et  i^'  (a, 
\  (i  )  z=z  o  ,  d'où  ii  faudra  éliminer  a;  et  il  est  visible  que  le  résultat 
Jie  sera  autre  chose  que  l'équation  primitive  singulière  de  l'équation 
du  premier  ordre,  dont  F  (  x  ,y ,  a,  \ci)  irz:  o  sera  l'intégrale  complète 
(u.o  y2). 

La  courbe  représentée  par  cette  équation  singulière  sera  proprement 
celle  qui  résout  le  problème  ,  et  qui  aura  la  propriété  d'être  toucliée  dans 
chaque  point  par  une  des  courbes  représentées  par  l'équation  F ( x ,  y ,  a , 
•^  <i )  :zzi  o  ,  a  étant  constant  pour  la  même  courbe,  mais  variable  d'une 
courbe  ;\  l'autre. 

i  16.  La  manière  dont  nous  sommes  parvenus  à  cette  dernière  solution 
est  la  plus  directe,  analytiquement  parlant  ;  luais  on  y  peut  parvenir  plus 
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simplement  par  la  considcratiou  suivante.  Puisque  le  problème  consiste 
à  trouver  la  courbe  qui  aura,  dans  chaque  point,  un  contact  du  premier 
ordre  avec  la  courbe  représentée  par  l'équation  F  (  x ,  y  ,  a ,  ^  ^/^  zzz  o  , 
a  étant  uii  paramètre  indétermiiié  ,  il  s'ensuit  (  n."  i  ly  )  que  l'équation  de 
la  courbe  cherchée  doit  donner  pour  y  et  pour  y'  des  fonctions  de  x  de  la 
même  forme  que  celles  qui  résultent  des  équations  F  ( x,y ,  a,  X  a)  zrz  o  , 
et  F(  X,  y,  a,  -^  a  )'  nr  o,  en  désignant  par  F  (x,  y,  a,  -^  a  / 
la  foncion  prime  de  F ( x,y ,  a,  </ a )  relative  à  .v  et  j.  Or  a  étant  une 
quantité  indéterminée,  on  peut  la  supposer  telle  que  la  courbe  cherchée 
soit  représentée  par  la  même  équation  F  (x,y ,  n,  \<i)  =:  o  ,  pourvu 
que  l'équation  prime  de  celle-ci  soit  aussi  de  la  même  forme  F  (x ,  y , 
a  ,-^1  a  )'  nr  o.  Mais  si  a  est  une  quantité  variable,  la  fonction  prime 
complète  de  F  (  x  ,  y ,  a , -^  a  )  sera,  comme  nous  l'avons  vu  ci- dessus  , 
F'  (x ,  y ,  a  ,  -^1  a  }  -f-  a  F'  ( a ,  ^  a  ).  Donc  la  condition  dont  il  s'agit 
sera  remplie  si  on  détermine  a  par  l'équation  F'  ( a ,  •\'n  )  =:=  o  ;  ce 
qui  donnera  la  dernière  solution  que  notis  venons  de  trouver. 

Toute  équation  entre  x ,  y  et  un  paramètre  indéterminé  a ,  que  nous 
dénoterons  ,  pour  plus  de  simplicité,  yàx  f  (  x ,  y ,  a  )  =  o,  représente, 
en   donnant  successivement  ù  a  toutes  les  valeurs  possibles  ,  une  famille 
d'une  infinité   de  courbes  qui   varient   de  forme  ou  de  position  ,   ou   de 
l'une  et  de  l'autre  à  la  fois  ,    à  raison   des  variations  du  paramètre  ;  et 
si  on  élimine  ce  paramètre  par  le  moyen  des  fonctions  primes  (  n."  jp  )  , 
l'équation  résultante  du  premier  ordre  appartiendra  à  toute  cette  famille 
de  courbes.  Elle  appartiendra  donc  aussi  à  la  courbe  formée  par  toutes 
ces  courbes  ,  et  qui  les  enveloppera  ,  ayant  avec  chacune  d'elles  un  contact 
du  premier  ordre.    La  même  équation  f  (  x ,  y ,  a)  izn  o,  ainsi  que  son 
équation   prime  / /'.v ,  v  ,  û  J'  z=z  o  prise  relativement  à  .v  et  y  seuls, 
devront  donc   avoir  lieu  aussi  pour  chaque  point  de  cette  courbe  enve- 
loppante ,    en    regardant  le  paramètre  a   comme  une   quantité  variable. 
Or,  dans  cette  hypothèse  ,  la  fonction  prime  complète  daffx.y,  a  )  est 
j  (x,y  ,  a)'  H—  n'  f  ( n),  en   dénotant   par  f  (a)    la  fonction  prime 
prise  relativement  à  a  seul  ,  et  par  a'  la  fonction  prime  de  n,  regardée 
comme  une  fonction  quelconque  de  x  ;  donc  il  faudra  que  la  valeur  de  a 
îoiL  telle  que  l'on  ait  /'  ^</^  z:z  o,  ce  qui  donnera  l'équation  primitive 
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singulière  de  l'cquation  du  premier  ordre  qui  rcpond  à  l'cqualion 
f  ( ■^' ,  y ,  a)  =:=  o ,  dans  laquelle  a  fit  regardée  comme  une  constante 
arbitraire  (  n."  y2.  ).     ■    ■  '    ^ 

D'où  l'on  peut  conclure,  en  général ,  que  l'équation  primitive  singulière 
d'une  équation  du  premier  ordre  représente  toujours  lu  courbe  enveloppante 
de  toutes  les  courbes  qui  peuvent  être  représentées  par  son  équation 
primitive  complète  ,  en  donnant  à  la  constante  arbitraire  toutes  les  valeurs 
possibles. 

127.  Considérons  encore  les  contacts  du  second  ordre,  et  prenant 
F  (  X ,  y ,  a  ,h  ,c  )  :=  o  pour  l'équation  de  la  courbe  du  contact ,  supposons 
qu  il  y  ait  entre  les  trois  élémens  <7,  ^,  c  la  relation  donnée  par  l'équation 
<p  (  a ,  b ,  c  )  -^iz  o.  Comme  les  valeurs  de  ces  élémens  doivent  se  tirer 
des  trois  équations  F  (x  ,  y ,  a  ,h ,  c  )  r=  o  ,  F  (  x ,  y  ,  a ,  h  ,  c  )'  r:;:^  o  , 
F(  x,y.  a,  h  ,  c  )"  z=  o  (  n."  i  ij  )  ,  si  on  désigne  ces  valeurs  par 
P,  Q.  R ,  l'équation  du  problème  sera  (^  (  P ,  Q,  R  )  =  0,  qu'on  voit 
être  du  second  ordre.  Les  trois  équations  a  ^^  P ,  h  z=.  Q,  r  —  R 
donneront,  en  prenant  les  fonctions  primes  dans  la  supposition  de  cj ,  l>,  c 
constantes,  la  même  équation  K  z^r  o ,  du  troisième  ordre  qui  sera  le 
résultat  de  l'élimination  de  ^j ,  />,  c ,  au  moyen  des  trois  équations  pré- 
cédentes combinées  avec  l'équation  tierce  F  (x,  y,  a,  b ,  c  )'"  =r=  o 
(  "•"  JP  )  '  P'i'*  conséquent  on  aura  nécessairement  P'  -zm  MV ,  Q  r:=  7VK, 
R'  zzz:  LV ,  M,  N,  L  étant  des  fonctions  Aex  ,y,y  et/' sans  y";  de  sorte 
qu'en  prenant  les  fonctions  primes  de  l'équation  (p  (  P  ,Q_.  R)  =  o  ,  on 
?iV.X7iP  (p'  (P)->^Q<p'  (Q_) -^  R' ^'  (R)  —  o;^^wo\x:        ■ 

V[M<^'(P)-^Nr^'(Q)-^L^'(R)]=o, 

équation    qui    se   partage    naturellement    dans   cqs   deux-ci,  l''  znz  o  et 

AI  (!>'  (P)  -H  N  '^'  (Q)  -f-  L  ^'  f  RJ  =z  o,    "       ' 

dont  la   première   est  du    troisième  ordre ,   et   la  seconde  n'est   que  du 
deuxième. 

L'équation  V  z=z  o  a,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  ,  pour  équation 
primitive  complète,  l'équation  même  F  f  x ,  y ,  ^i ,  b ,  c  J  =z  o  de  la 
courbe  du  contact,  dans  laquelle  ti,  b,  c  sont  les  trois  constantes  arbitraires  ; 
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mais  comme  l'équation  du  problème  (^  (  P ,  O,  R)  z=:  o  n'est  que  du 
second  ordre ,  il  doit  y  avoir  une  relation  entre  ces  trois  constantes  ,  qui 
les  réduise  à  deux  arbitraires  ;  et  cette  r&'ation  est  donnée  par  l'équation 
<^  f  <-7 ,  l> ,  c J  :r=  o  (jui  résulte  de  la  précédente,  en  substituant  les  valeurs 
de  P ,  Q,  R ,  tirées  des  équations  a  zrr  P ,  b  ^n  Q  .  c  z=z  R. 

L'autre  équation  étant   du  second  ordre  ,  on  pourra  par  son   moyen 
éliminer  la  fonction  /'  de  l'équation  <p  (  P ,  Q,  R)  ^zz  o ,  et  la  résultante 
sera  une  équation  primitive   de  celle-ci  du  premier  ordr^ ,  mais   qui   jie 
contiendra  point  de  constante  arbitraire.  Cette  équation  sera  donc  le  résultat 
de   l'élimination    des   quantités  a ,   h  ,  c  et  y"  au    moyen   des    équations 
F  (  X  ,y  ,  a,  h,  c  )  -=.0  ,  F  (  x,y ,  fi.h  ,c  )'  =i  o.  F  (  x  .y  ,(i  ,h,  c  )"  :=  o, 
(5  ^^/,  /),  r;  =  o,    et  M  <p'  (a)  -f-  N  (p'  (h)  -H  L  (p'  (c)  z=  o. 
Or ,   en   regardant  a  ,   b  ,  c   comme    des  fonctions  de  .v ,  y ,  la   fonction 
prime  de    F  (  x  ,  y  ,  a  ,  b ,   c  )   sera  F  (  x,  y,  n,  b,  c  )'  -+-    a'  F'  (a) 
H—  /''  F'  (b )  H—  /  F'  ( c ) .  en  dénotant  simplement  par  F'  ( a ) ,  F'  (b) , 
F'  (c )  les  fonctions  primes  de  F  ( x,  y ,  a ,  b,  c )  prises  relativement  à 
<7  ,  b,   c  ,   regardées   comme   seules  variables;   donc    les  Aqwx  équations 
F  (  X ,  y  ,  a  ,b,  c  )  ^=.  o  ei  F  (  X ,  y  ,  û ,  b  ,  c  )'  ^=io  emporteront  celle-ci 
a'  F'  (a)   -H  b'  F'  (b  )  -V-  c'  F'  (  c)  ^^  o.   De  plus  ,   la   fonction 
pri  me  de  F  (  x  ,y  ,n,  b  ,  c  )'  sera  ,  par  la  même  raison  ,  F  (  x ,  y ,  a ,  b ,  c  )" 
-H  a   F'  (a)'  -+-  //  F'  (b)'  H-  c'  F'  (  c )'  ,  en  dénotant  de  même 
par  F'  (a  )' ,  F'  (  b )' ,  F'  ( c )'  les  fonctions  primes  de  F ( x ,  y ,  a,  b  ,  c )' , 
prises  relativement  ù  a,  b,  c,  regardées  comme  seules  variables;  et  comme 
dans  la  formation  de  ces  fonctions  dérivées  on  regarde  les  quantités  <i ,  b ,  c 
comme  indépendantes  de  x  et  y  ,  il  est  aisé  de  prouver,  par  les  principes 
établis  dans  la  première  partie  (  n."    86  ),  que  \es  fonctions   F'  (  a  )' , 
F'  (  b  )' ,  F'  (  c  )'   seront   la  mcmc  chose    que   les  fonctions   primes  Aei 
fonctions  F'  (  n) ,  F'  (  b  )  ,  F'  ( c )  ,  prises  relativement  à  x  et  y.  Donc  les 
deux  équations  F  (  x  ,  y  ,  a  ,  b  ,  c  )'  =r  o  et  F  (  x  .  y  ,  n  ,  b  ,  c  )"  z=:  o 
emporteront  encore  nécessairement  cette  autre-ci  a'  F'  (  a)'  -\-b'  F'  (h)'- 
H-c'  F  (  cY  z=  o. 

Si     donc  on  combine  les  deux  équations   F'  ( ii )  --\-  —,-  F'  (b)  — f— 

4-/'  (c)  =:^o,  F  (a)'  -^-^F  (b)'   -\-A-i-'  ( c /  =^  o 


avec 
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avec  l'cqualîon  (p Y ^ /*  "^ ~  <?'  (^)  H ~  (p' (c)z=::o,c^\xéi\x{iQ 

iSg  q>  (  a ,  h ,  c  )  •=.  o  ,  en  prenant  les  fonctions  prîmes,   on  aura,   par 

y  ■' 

l'élimination  des  quantités — 7^  et  — —,   uneéquation  en  ^, /^,  r  et.v,^,^' 

sans  /' ,  laquelle  sera  équivalente  :\  celle  qu'on  aurait  dé  Juite  des  deux 
équations  F  (x,  y ,  a,  b,  c )"  z=:  o  et  M  <p'  (a)  -H  N  ç'  (h)  -f- 
L  (p'  ( c )  =  o  ,  par  l'élimination  de  /',  Ainsi  il  n'y  aura  plus  qu'à 
éliminer  a ,  h,  c,  au  moyen  des  équations  F  (  x,  y ,  a,  h  ,  c  )  zz=.  o  , 
F  (  X ,  y ,  a  ,  h ,  c  )'  z=:  o  et  (p  (  a .  b ,  c  )  =  o  ,  et  le  résultat  final  sera  la 
même  équation  primitive  du  premier  ordre  de  l'équation  ç  (P,  Q,  R)  z=:o  , 
laquelle  ne  contenant  point ,  par  sa  nature ,  de  constantes  arbitraires ,  ne 
pourra  être  qu'une  équation  primitive  singulière. 

En  effet ,  si  pour  simplifier  la  solution  on  commence  par  tirer  la  valeur 
de  c  de  l'équation  (p  (  a ,  b,  c )  ^=1  o  ,  et  qu'on  la  représente  :^^x  \  ( a,b )', 

y 

alors  la  solution  se  réduira  à  éliminer  a,  b  et  — r-  entre  les  deux  équations 

tl 

F  [x,y,  a,  b,  \  (aj))^  z=^Q,F\x,y,a.b,-^(a,b)'\^^o, 

et  les  deux  équations  primes  de  celles-ci  prises  relativement  à  ^  et  />  seuls 
et  divisées  par  a' ,  procédé  analogue  à  celui  du  numéro   124. 

128.  En  général,  si  l'on  a  une  équation  en  x,y  et  deux  constantes 
arbitraires  a  et  b  ,  que  nous  représenterons  ^sly  f  (  x ,  y  ,  a ,  b)  r=:  o  ;  en 
éliminant  ces  deux  constantes  par  le  moyen  des  deux  équations  dérivées 
f  (  X ,  y,  a,  b)'  nz  o  et  f  ( x ,  y  ,  a,  b )"  =:  o  ,  on  aura  une  équation 
du  second  ordre  K:=i  o  ,  qui  appartiendra  à  toutes  les  courbes  représentées 
par  l'équation  f  (  x ,  y ,  a  ,  b  )  ^z  o  ,  <tx\  donnant  à  d  q\  b  des  valeurs 
quelconques,  et  dont  par  conséquent  celle-ci  sera  l'équation  primitive 
complète. 

Donc  elle  appartiendra  aussi  à  la  courbe  ,  ou  aux  courbes  formées  par 
toutes  ces  courbes  ,  et  qui  les  envelopperont  de  manière  qu'elles  aient 
avec  chacune  d'elles  un  contact  du  second  ordre  ,  c'est  -  ù  -  dire ,  dans 
lequel  les  y ,  y'  et  y"  soient  les  mêmes.  Mais  les  quantités  n  Ql  b  étant 
constantes  dans  chaque  courbe  enveloppée,  et  variables  pour  les  courbes 

T 
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enveloppantes  ,  pour  que  \ts  y,  y'  et  y"  soient  lés  incmes  dans  les  Jeux 
hypoihc5es,  il  iaiidya  que  les  équations  d'où  elles  dépendent  soient  aussi 
les  mêmes.  Or ,  dans  la  supposition  de  a  et  f>  variables  ,  l'équation 
f  (  X  ,  y .  û  ,  h  )  =z  o.  donne  l'équation  prFmej  (^.v,  y,  a.,  h  )'  — f-  a'  f  (  a  ) 
-H—  V  j'  (  b  )  =:z  o  ;  donc  ,  pour  que  cette  équation  se  réduise  à 
f  f  X ,  y ,  a ,  h  )'  zrz  o  ,  comme  dans  le  cas  de  ,'/  et  b  constantes ,  il  faudra 
que  l'on  ait  a  j'  (ci)  -\-  b'  j '  (b)  -zzz.  o.  De  la  même  manière  l'équation 
y  (x,y  ,ei,  h)'  r=z  o  donne,  dans  le  cas  de  a  et  b  variables,  cette 
équation  dérivée 

j  (x,y,a,  b)"  -^a'f  (a)'  -^b'f  (  b  )'  :=   o  ; 

laquelle  ne  peut  se  réduire  k  f  ( x ,  y ,  a ,  b  )"  =zi  o  ,  comme  dans  le 
cas  de  a  et  //  constantes  ,  qu'en  supposant  a' f  (  a  f  -f-  h''f'  (  b  )'  =  o. 
Ayant  ainsi  les  quatre  équations /(^.v,j, ,-/,  b)  zz=.  o  •  f  ( >: ,  y ,  a,  b )'  un  o  , 

/'  (^^)  -H  4-/'  (b)  =  o  et/'  (a)'  -^--^f  (b)'  =:  o  ,  il  n'y 

aura  qu'à  éliminer  a ,  h  Qi  — ;—  et  l'on  aura   une  équation  du  premier 

ordre  entre  .v  ,  y  et  y' ,  qui  sera  celle  des  courbes  enveloppantes  ,  et  qui 
sera  en  même  temps  l'équation  primitive  singulière  de  la  même  équation 
V  =  o. 

On  voit  par-îà  comment  la  théorie  des  équations  primitives  singulières 
peut  s'étendre  au  second  ordre  et  aux  ordres  supérieurs.  On  voit  en  même 
temps  que  ces  équations  représentent  toujours  des  courbes  enveloppantes, 
et  qui  ont  des  contacts  d'im  ordre  donné  avec  les  courbes  enveloppées  , 
représentées  par  les  équations  primitives  complètes  ,  dans  lesquelles  les 
constantes  arbitraires  varient  d'une  courbe  à  l'autre.  Ceci  peut  servir  de 
supplément  et  de  complément  à  la  théorie  des  équations  primitives  exposée 
tlans  la  première  partie  (  ti."  y 2  ). 

Au  reste ,  de  même  que  les  quatre  équations  ci-dessus/f'.v,  j,  o,  bj  zrrzo , 
f(x.  y,  a ,  /./  =  o ,/'  (a)  H-  ^'^  /'  (b)  =  o  ,f  (,:)'  -H  ~  f  (b)'  =  p  , 

donnent,  par  l'élimination  Je  <3,  b  et — ;—,  une  équation  du  premier  ordre 
en  .v^  )'  et  y' ,  ces  équations  donneront  égalei>ient,  par  rdimination  de  ces 
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tJ-oii  dernières  quantités,  une  cquadon  en  a,  ù  et  — -  ,  qui  reniermera 

les  relations  que  doivent  avoir  entr'elles  les  deux  variables  <7  et  />  ;  d'où 
l'on  voit  que  ces  quantités  qui  sont  indépendantes  entr'elles  dans  clr.icune 
des  courbes  enveloppées  ,  ne  le  sont  plus  lorsqu'elles  se  rapportent  ;\  la 
courbe  enveloppante.  On  trouvera  des  résultats  semblables  ponr  les 
équations  et  les  courbes  des  ordres  supérieurs. 

129.  Supposons  qu'on  demande  la  courbe  qui  aiu'a  dans  chacun  de 
ses    points    un  contact    du  second  ordre  avec   un   cercle  représenté   par 

l'équation  fx <■//"  — f—  /'v /-/'  =  c' ,  et  dont  les  élémens  du  contact 

é2 ,  /> ,  c  aient  entr'eux  la  relation  déterminée  par  l'équation  (p  (a ,h,c)  z=z.  o- 

La  marche  naturelle  pour  résoudre  ce  problème  ,  serait  de  substituer 
dans  celte  équation  les  valem-s  des  élémens  a ,  h,  c  trouvés  plus  hnut 
( n."  118),  ce  qiii  donnerait  une  équation  du  second  ordre,  d'où  il 
faudrait  remonter  à  l'équation  primitive. 

Mais,  sans  chercher  cette  équation  du  second  ordre,  on  jU'ut  d'abord 
conclure  de  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  que  l'on  aura  son  équa- 
tion primitive  complète,  en  supposant  les  quantités  d,  h,  c  constantes, 
ce  qui  redonnera  la  même  équation  au  cercle.  On  en  concUua  ensuite 
que  la  même  équation  admettra  aussi  une  équation  primiiive  singulière 
du  premier  ordre,  qu'on  o[)tientlra  en  laisant  varier  les  (juaiitiics  a,  b ,  c, 
de  manière  que  les  équations  primes  et  secondes  de  l'équation  au  cercle 
soient  les  mêmes  que  si  ces  quantités  étaient  regardées  comme  cojistantes  ; 
et  qire  cette  équation  primitive  représentera  alors  la  courbe  ou  les  courbes 
formées  par  la  réunion  de  tous  les  cercles  représentés  par  la  même  équation, 
c'est-à-dire  qui  envelopperont  ou  embrasseront  tous  ces  cercles. 

Cette  équation  sera  donc,  par  les  principes  établis  ci-dessus,  le  résultat 

y      c  . 

de    l'élimination    des    quantités   ,-/,   l> ,    c    et  • — 7—,    —7-  ,   entre   les    trois 

équations  (x <-;/'  -i-  (y  —  /'/  ::=  c'' ,   .v  —  a  -\-  y'  (y  —  b)  z^o, 

(p  (  a  ,  b,  c)   z=:  o  ,  cl  les    équations   primes  de  celles-ci,   prises  relati- 

vement  aux  seides  variables  a  ,  b ,  c  \   savoir  ,  .v  —  a  -| ;—  (y  —  b ) 

ï    Z 
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i'    .  .  ,  .       y 


♦, 


i 
C 


=   -T-  ,  IH -y'  —  o,(p'  (a)  H (p'  (h)  -^ -(P  (c)=.o. 

a  a  a  a 

Mais,  comme  cette  cquation  en  x  et_y  pourrait  se  présenter  sous  une 
forme  assez  compliguce ,  il  sera  plus  siifiple  de  chercher  à  déterminer 
\fi  valeurs  mêmes  de  x  et  y  par  une  troisième  variable. 

Pour    cela  ,  on  éliminera   d'abord  y' ,   au  moyen  des    deux   équations 

X  a  -H—  y'  (y  —  h)  zz=  o  et  i  — l-   —y-  y'  z=:  o;  on  aura  celle  -  ci  : 

a    (y  —  h)  .     ,  ..     ,  ~  , 

.Y  —  a  77 zir  o  ,   qui  ctant  combmee  avec   la   première 

^x  —  cl)'  -+-  (y  — '  ^ )'  ==  '"^^  donnera  sur-le-champ 

c  a  j  c  U 

X  ■z=L  a  -\ ——z 7777- ,  /  •=  y  -H      ,  ,  ,, jrrr  ■ 

V  (a     -k-  b    )         •'  V  (a     -\-  b    ) 

De  plus ,  si  on  substitue  ces  mêmes  valeurs  de  .y  et  y-  dans  l'équatiort 

A-  —  a  —H  ■ — —  (y  —  ^')  ;^=  "    ,  -■ ,   on  aura  celle  -  ci , 
ti  il 

laquelle  étant  combinée  avec  l'équation  (p  (  a ,  h ,  c  )  z=i  o  ,  donnée 
par  le  problème,  servira  à  déterminer  deux  des  trois  variables  a,  h,  c  par 
ia  troisième  ;  moyennant  quoi  les  valeurs  de  .v  et  y  seront  aussi  exprimées 
par  cette  seule  variable. 

130.  Comme  les  quantités  a  çi  h  sont  les  coordonnées  de  la  courbe 
qui  est  le  lieu  de  tous  les  centres  des  cercles  osculateurs  ( n,"  116), 
si  on  suppose  cette  courbe  donnée,  on  aura  une  équation  entre  a  et  b,  par 
iaquell'e  on  pourra  déterminer  b  en  a.  Soit  donc  h  r=  'p  a ,  on  aura 
//  :z:z  y  (p'rt,  et  de  lu  c'  z=:  a'  Y  [  i  -{-  (' (p'  a  )'  ]  ;  ainsi,  en  désignant 
par  A  la  fonction  primitive  de<'2'  V  \_  i  -H  ( <p'  a  )'  ]  ,  on  aura  c  :z=.A  -\~  li . 
h  étant  une  constante  arbitraire  ;  ces  valeurs  de  b  et  c  étant  substituées 
dans  les  expressions   de  .v,  y ,  on  aura  la  courbe  cherchée. 

Nous  remarquerons  maintenant  que ,  quelle  que  soit  la  courbe  des  centres , 
l'équation  c'  =  V  (  cJ'  -\-  b' '  )  fait  voir  que  le  ravon  c  est  égal  à  l'arc 
de  cette  courbe  (Voycici-aprcs,  11."  j  j.±J  ;  de  sorte  que  si  on  nomme  s 
cet  arc  ,  on  aura  c  zz^  s  -[—  li. 
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Nous  remarquerons  de  plus  que  le  rayon  c  sera  nécessairement  tanrçent 
à  la  même  courbe  ;  car  l'angle  que  la  tangente  de  cette  courbe  fait  avec 

l'axe  ,  a  pour  tangente  la  quan,tité    — —  (11.°  1 1^)  ,Qi  comme  le  rayon 

du  cercle  osculatem- est  perpendiculaire  à  la  courbe  dont  les  coordonnées  sont 

.V  et/  {  //."  I  J )  ) ,  la  tangente  de  l'angle  qu'il  fait  avec  l'axe  sera  zizl '^- — . 

y 


r       I 


h'  ,      „,  .  by 


(tu"    114)   zzz   — ; — ,  en    vertu    de   l'équation    i 

donc  ,  iS;c. 

Mais,  quoique  cette  propriété  soit  démontrée  de  cette  manière ,  il  est 
bon  de  faire  voir  qu'elle  est  une  cojiséquencc  nécessaire  de  l'analyse 
employée  dans  la  solution  de  la  question.  Pour  cela,  nous  reprendrons 
les  deux  premières  équations  (  x  —  a  )'  -\-  (  v  —  i  J''  zz:i  c'  et  .v  —  a 

-+- y  (y  —  h  )  m  G  ,  lesquelles  donnent  a  z:=:  x  —  -^-~-ti —  et 

l>  =r  y  -t—  — — — — 7—  ,  et  nous  observerons  que  ces  expressions  de 

a  Cl  h  peuvent  représenter  à  la  fois  les  coordonnées  de  la  perpen- 
diculaire à  la  courbe  dont  .v  et  y  sont  les  coordonnées  ,  en  recardant 
X  et  j  comme  constantes,  et  c  comme  une  variable,  ainsi  qu'on  l'a  vu 
n°  I  I  5  ,  et  les  coordonnées  de  la  courbe  (\qs  centres  ,  en  regardant  x  et  y 
comme  variables,  et  c  comme  donnée  en  .v  et  _y  (11."  116), 

Donc  la  perpendiculaire  dont  il  s'agit  sera  tangente  de  cette  dernière 
courbe,  si  la  fonction  prime  deZ",  regardée  comme  fonction  de  <-/ ,  est  la 
même  pour  la  droite  et  pour  la  courbe  ( lu"  i  i y  )  ;  ou,  en  général ,  si  ïcs 
valeurs  de  a  et  de  ^' /regardées  comme  fonctions  d'ime  troisième  variable, 

sont  les  mêmes,  et  par  conséquent  aussi,  si  les  valeurs  de  -^  et  -\-  sont 

c  c 

les  mêmes,  soit  que  les  quantités  .v  et  y  soient  traitées  comme  variables 
ou  non,  c'est-à-dire,  si  dans  ces  valeurs  les  parties  dépendantes  à<ii 
variations  de  .v  et  v  sont  nulles;  or  c'est  ce  qui  a  lieu  en  effet,  comme 
on  le  voit  par  les  équations  d'  ( x  —  a)  -\~  U  (y  —  h )   rzzL  ce'  et 

a!  -\-  b' y'  z^  0  ,  qui  servent  à  la  clcterniiuutioji  de  — ;—   et  de    — ~, 
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et  qui  sont  ici  équations  primes  de  /.v  —  a )'  -H   (y  —  h  )'  m  c'  et 

X  —  a  -\-  y'  (y b  )  i=r  o  ,  en  y  traitant  x  et  y  comme  constantes  , 

e,t  a,  h  comme  seules  variables. 

Donc,  puisque  le  rayon  osculateur  d'ilne  courbe  est  par  tout  tangent 
à  la  courbe  des  centres ,  et  est  en  même  temps  égal  à  l'arc  de  cette  courbe, 
il  s'ensuit  qu'il  peut  être  pris  pour  ce  même  arc  étendu  en  ligne  droite, 
et  qu'ainsi  toute  courbe  peut  être  regardée  comme  formée  par  le  déve- 
loppement de  celle  qui  est  le  lieu  dei  centres  àts  cercles  osculateurs.  C'est 
en  quoi  consiste  la  théorie  des  développées  ôi  Huyghens ,  qu'on  n'avait 
démontrée  que  par  des  considérations  géométriques.  L'analyse  précédente 
fournit  en  même  temps  l'explication  d'un  paradoxe  qui  se  présente  , 
lorsqu'on  cherche  ,  par  les  formules  connues ,  la  courbe  formée  par  le 
développement  d'une  courbe  donnée. 

Si  on  substitue  dans  l'équation  de  cette  courbe  les  expressions  de  ses 
coordonnées  ^  et  />  en  .v,  y  ,  y'  et  /',  on  a  évidemment  une  équation  du 
second  ordre  ,  d'où  il  paraît  s'ensuivre  que  l'équation  en  .v  et  y  de  la  courbe 
cherchée  devrait  contenir  deux  constantes  arbitraires  ,  tandis  que  la  géné- 
ration de  cette  courbe,  par  le  développeinent  de  la  courbe  donnée,  n'admet 
qu'une  seiJe  constante  arbitraire  dépendant  du  point  où  commence  le 
développement.  ■    . 

La  raison  de  cette  différence  consiste  ,  comme  nous  venons  de  le 
démontrer  ,  en  ce  que  l'équation  de  la  courbe  produite  par  le  dévelop- 
pement ,  est  proprement  l'équation  primitive  complète  d'une  équation 
du  premier  ordre,  qui  ifest  elle-même  que  l'équation  primitive  singulière 
de  l'équation  du  second  ordre  donnée  par  les  conditions  du  problème  , 
et  qui  ,  par  sa  naiture ,  ne  peut  point  avoir  de  constante  arbitraire  ;  de 
sorte  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'une  constante  arbitraire  à  raison  de  la 
première  équation  primitive. 

13*1.  Il  y  a  im  genre  de  questions  qui  ,  quoique  indépendantes  de  la 
considération  des  tangentes  ,  peuvent  néanmoins  s'y  rapporter.  Ce  sont 
celles  qu'on  appelle  <ie  maximis  et  w'uiimis ,  et  qui  consistent  :i  trouver 
pour  une  fonction  donnée  d'une  variable  ,  la  valeur  de  cette  variable 
qui  rend  la  valeur  de  la  fonction  la  plus  grande  ou  la  plus  petite.  Comme 
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les  Courbes  ne  sont  que'jii  représemation  ou  ie  tableau  de  toutes  les  valeurs 
tle  la  foiKtion  de  l'abscisse,  reprcsentée  par  l'ordonnée  ,  il  est  visible  que 
la  question  de  trouver  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  valeiu-  d'une 
lonction  donnée 'd'une  variable',  revient  à  déterminer  la  plus  grande  ou 
la  plus  petite  ordonnée  de  la  courbe  dont  cette  variable  serait  l'abscisse , 
et  la  fonction  donnée  serait  l'ordonnée.         i  i      .  .   u\-.v  •    . 

Or  l'inspection  seule'de  la  courbe  sxifFit  pour  faire  A'oir  que  ces  ordonnées 
ne  peuvent  ctre  que  celles  qui  répondent  aux  points  dont  les  tano-cntes 
seront  parallèles  à  l'axe  des  abscisses.  Si  la  courbe  est  coin  exe  à  l'axe, 
l'ordonnée  sera  alors  évidemment  un  minimum  ;  et  si  la  courbe  est  concave 
l'ordonnée  est  un  maximum.  :-.u-].j  _  y    .    j.  j;.:.,ij    (:.(.(':- .;■;  j  ■.■.    .  ,i 

Nous  avons  vu  (n."  i  J  ~f)  que- la  tangente  de  l'angle  que  la  tanoente  d'une 
courbe  fait  avec  l'axe,  est  exprimée  en  général  par_)',  y  étant  lordonnée 
■qu'on  suppose  fonction  de  l'abscisse  x;  donc,  pour  que  cette  tan':^ente 
dcviqnne.parallèle,à  l'axe,  il  faut  que-  l'on  ait  y'  z=:  o  ;  or  ,  si  l'on  fait 
y'  zziz  o  dans  les  expressions  des  coordonnées  <r/ et  Zi  Y/;.'  1 16  )  ,  qui  déter- 
minent le  lieu  du  centre  du  cercle  osculateur ,  on  ■aazm:  x ,  h  j^zy  —h-  — ^ 

,.,..„'  .  y"  ' 

d'où  l'on  voit  que  si  y"  est  une  quantité  positive,  ce  centre  tombera  au-delà 

de  la  courbe    qui  sera  par  consécjutnt  convexe  vers  l'axe;    et  (uie  si  y" 

est  une.  quantité  négative,  le  rhême  centre  tombera  en-deçà  tle  la  courbe 

c'est-à-dire,  du  côté  de  l'axe,  et  que  par  conséquent  la  courbe  sera  alors 

concave  vers  i'a'xe.   Donc  la  fonction  /  sera  \x\\  maximum ,  ou  xmminim.um , 

lorsque  sa  fonction  prinie  /  sera  nulle;  et  ,  en  particulier,  elle  sera  un 

minimum,  lorsque  la  fonction  seconde/'  sera  en  même  temps  une  quantité 

positive;  et  un  maximum,  lorsque/'  sera  une  quantité  négative:  c'est  en 

quoi  consiste  la  méthode  connue  Je  maximis  et  miiiimis, 

■-    ■;   _       ;-   -:■    •■;>.■_    ;-   ■■:\r  -■\-'-  :\-,  .:-.:'.    •     .     , 
132.   Mais  il  nest  pas  inutile  de  faire  voir  comment  cette   méthode 
peut  se  déduire  directement  de  l'analyse  des  fonctions ,  sans  la  considération 
intermédiaire  des  courbes. 

Soit/.v  la  fonction  de  .v  ,  dont  on  demande  le  maximum  ou  le  miumium. 
Soit  a  la  valeur  de.v,  qui  répond  au  maximum  ou  au  mi/iinium  ,  il  faudra  que 
la  valeur    de  fa  soit  toujours  plus  grtmde   ou  toujours  moindre  que  la 
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valeur  de  f  ( a  -\—  i  )  ,  quelle  que  soit  la  quantité  /',  positive  ou  négative, 
et  quelque  petite  qu'elle  puisse  être.  Je  dis  quelque  petite  que  la  quantité  / 
puisse  cire,  car  une  quantité  est  censée  devenir  un  maximum  ou  un  minimum , 
lorsqu'elle  parvient  au  terme  de  son  accroissement  ou  de.  sa  diminution  ; 
de  inanière  qu'en-deçà  et  au-delà  de  ce  terme,  elle  se  trouve  moindre 
dans  le  cas  du  maximum  ,  ou  plus  grande  dans  le  cas  du  minimum,  que  daas 
ie  même  terme.  Conservons  .v  à  la  place  de  ^ ,  la  condition  du  maximum 
semfV  X  -f-  i  j  <  fx ,  ou  ff  x  -+-  i  }  — fx  <  o  ,  et  celle  du  minimum  sera 
y/v— I—  i  )  >f  X ,  ou  ffx—\—  ij  >  o,  quelque  petit  que  soit  /,  positif  ou  négatif. 
Développons  la  fonction /|^.v  -H—  /'  J  en  série  ,  par  la  formule  du  n.""  5  3  , 
et   arrêtons -nous    d'abord    aux    deux    premiers    termes  ,    ou   aura   ainsi 

f  f  X  -+-  i  J  ::=/v  -+-  if  -v  H /"  (  x  -+-J  J  .•  j  étant  une  quantité 

renfermée  entre  les   limites  o  et  /.  Il  faudra  donc  que  l'on  ait  //'  .v  -+-. 

^— -   f'  ('  X  -+-  j  )  <  o  pour  le  maximum  ^  et  >  ô  pour  le  minimum. 

Or,  nous  avons  déjà  vu  f  n."   t  r 0  )  qu'on  peut  prendre  /  assez  petit 
pour  que  la  valeur  absolue  du  terme /y'  x  soit  plus  grande  que  celle  du 

terme  — —  /"  (  x  H-  j  )  ,  et  qu'alors  cela  aura  lieu  aussi  pour  toutes  les 

valeurs  de  i   plus  petites  ;  donc  la  quantité  //'  .v  -4-  — —  /"  f  x -i-J  J 

deviendra  alors  positive  ou  négative  ,  suivant  que  la  quantité  if  x  le  sera  ;' 

mais  celle-ci  change  de  signe  aveo  la  quantité  /;  donc  il  sera  impossible 

que  la  condition  du  maximum  ou  du  minimum  ait  lieu,  à  moins  que  l'on 

n'ait  /'  X  =r  o.  ,     ■  ,.   ' 

Prenons  maintenant  dans  le  développement  de  f  f  x  -+-  i  )  un  terme  de 

i-      „  a 

plus  ,  nous  aurons  y  (^v  H—  i  )  =/-v  H-  i  j'  x  H —  f"  .v 


f"  ^  X  -\-J  J  ;  donc,  à  cause  de/'  .v  m  o  ,  il  faudra  que  l'on  ait  — ;— y  '  .v 

~ j'"'  ^x  -\-JJ  <  o   pour  le  maximum,  et  >  o  pour  le  minimum.  On  peut 

2  ■  3 

aussi  prendre  /  assez  petit  pour  que  la  valeur  absolue  du  terme  —^f'x 

soit 
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soit  pîus  grande  que  celle  Je      ^         /'"  (  x  -\-  j  )  ;  alors  la  quantité 


•  i 


i                                 i  .  . 
f"x  -f- f"'(^'~^JJ    ^^"^'^   poshive  OU  négative,   suivant 

que  celle  de  /'.vie  sera.  Donc,  puisque  la  valeur  de  /'  est  toujours 

positive,  il  faudra,  pour  \e  timximam ,  que  l'on  ait/".v   <  o,  et  que  ,  pour 
le  mini  mu  m ,  l'on  aity".v   >  o. 

Si  l'on  avait/"  .v  =z  o  ,  alors  reprenant  le  développement  deffx  -^i  J , 
et  employant  un  terme  de  plus ,  on  aurait 

/r.v-+-i;z=/v-4-//.v-i-  -Ç/".-4- Ji-y-.v-h-  TT^/Y-v  +  y// 

donc ,  puisqu'on  suppose/'x  =  o  et/".v  ziz  o  ,  on  aurait,  pour  le  maximum, 

i  '  /'^ 

la  condition  f"  x  -\ f 'A-+-yV<  O".  ^^  Pour  le  minimum , 

2.3    -^  2.3.+ 

la  condition  opposée.  Or  on  peut  prendre  /  assez  petit  pour  que  la  valeur 

/  '                                                              /* 
absolue  du  terme  J"'  x  surpasse  celle  du  terme /'"  fx-+-JJ; 

alors  la  valeur  de  f"  x  H ■   f"'  {x-\-i  )  sera  positive,  ou 

2.3  2.3.4.  * 

/'  ,         '         .  ..     ' 

négative,  suivant  celle  de   /'"■'<>'  niais   celle-ci   change   de   signe 

avec  la  quantité  /  ;  donc  il  sera  impossible  que  la  condition  du  maximum 
ou  du  minimum  ait  lieu  ,  à  moins  qu'on  n'aity"  .v  zz=.  c. 

Employons  encore  le  terme  suivant  dans  le  développement  de/(^x— |—  i) , 

onaura/rA-4-/;=A-^-'/'^H-f/'.v-+-^-i^r.v+^/--f- 
/'  (x  —h-  j )  ;  et  \ç%  conditions  du  maximum  ou  du  minimum 


2.3.4.5 

deviendront 

..■     . .  ,-\ 

i*  i' 

/""x-H P  { >^-\-i)  <  o  ou  >  o  , 

-•3-T  ~ ■  i  •\-  > 

à  cause  de/'  .v  =  o,  /"  x  z=.  o  et  /'"  x  zr:  o.  On  prouvera  ici,  comme 
plus  haut,  que  l'on  pourra  prendre  /  assez  petit  pour  que  le  terme  affecté 
de  /*,  pris  absolument,  c'est-à-dire,  abstraction  faite  du  signe ,  devienne 
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plus  grand  que  l'autre  terme  affecté  de  /',  et  que,   par  conséquent,  la 

somme  des  deux  termes  soit   nécessaireinent  positive. ou  négative,  selon 

que  le  terme   — —-- {"x  le  sera.  D'où  il  e.->t  ai^é  de  conclure,   à  cause 

^  2.3.^    -^ 

que  /"''  est  toujours  inie  quantité  positive  ,  qu'il  faudra,  pour  le  m^iximum , 

que  l'on  ait/"  x  <  o  ,  tt  pour  le  minimum ,  j "'  x  >  o  ;  et  ainsi  de  suite. 

^  133-  Donc,  en  général,  si  y  est  une  fonction  quelconque  de  .v , 
on  aura  d'abord,  pour  le  maximum  ou  le  miiii'Hinn ,  la  condition _)■'  z:::  o  , 
laquelle  donnera  la  valeur  de  .y,  ensuite  v"  <  o  ou  >  o ,  ce  qui  s'accorde 
avec  ce  que  nous  avons  trouvé  ci-dessus  (  iif  i ^  i  ).  Mais  nous  venons 
de  irotiver  de  plus  que  si  y"  rzr  o  ,  il  iaudra  que  l'on  ait  aussi  en  même 
temps  y'"  z=.  o  ,  ensuite  y""'  <  o  pour  le  maximum  ,  et  f  >  o  pour  le 
minimum  ;  ei  ainsi  de  suite.  En  général ,  si  une  fonction  dérivée  d'un  ordre 
quelconque  pair  disparaît ,  il  faudra  que  la  fonction  de  l'ordre  impair 
suivant  disparaisse  aussi ,  et  que  la  suivante  de  l'ordre  pair  soit  négative 
pour  le  maximum,  et  positive  pour  le  minimum. 

Si  la  fonction^  n'est  donnée  que  par  une  équation  F  (x  ,  y  )  z=z  o  , 
il  n'y  aura  qu'à  prendre  l'équation  prime  F'  (x)  -\-  y'  F'  ( y  )  ^^  o  , 
et  faire/  zzz  o  ,  ce  qui  la  réduira  à  celle  -  ci  F'  (x)  m  o ,  laquelle  combinée 
avec  F  (x  ,y)  zzz  o,  servira  à  déterminer  les  valeurs  de  x  et  y  répondant  au 
maximum  ou  au  minimum.  Ensuite  on  prendra  l'équation  seconde,  et  faisant 
de  mcme  v'  =:=  o  ,  on  aura  la  valeur  de  y" ,  dans  laquelle  on  substituera 
les  valeurs  trouvées  de  .v  et  y  ,  et  on  pourra  juger  ,  par  cette  valeur,  du 
maximum  ou  tlu  minimum  ;  et  ainsi  de  suite. 

Si  la  fonction  y" ,  ou  f"x,  devenait  iiifmie,  c'est-à-dire  ,  si  — ^^  r=  o  , 

/  J  y 

ce  serait  une  marque  que  le  développement  de/^.v  -\-  i)  ce)ntiendralt, 
pour  la  valeur  trouvée  de  .v  ,  \n\  terme  de  la  forme  A  i'",  m  étant  entre 
I  et  2  / //."  ^/  J  ;  et  en  considérant  la  courbe  de  l'équation  y  i=zjx , 
on  pourrait  connaître  par  la  forme  de  son  cours  dans  le  point  doiuié,  si 
la  fonction  y  est  un  maximum  ou  un  minimum  i  n."  1 20  ).  On  pourrait 
même  donner  pour  cela  des  règles  générales ,  mais  qui  nous  écarteraient 
trop  de  notre  objet. 
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Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  donner  des  exemples  des  règles  préce'- 
dentes  pour  la  détermination  des  viaxima  et  miiiinui  ;  comme  elles  s'accorden» 
en  tout  avec  celles  que  l'on  connaît  d'après  le  calcul  diftèrentiel ,  on 
pourra  en  faire  les  mêmes  applications. 

134.  Je  viens  maintenant  à  la  détermination  des  aires  des  courbes; 
qu'on  appelle  communément  quadrature  des  courbes.  Considérons  ,  en 
général ,  la  courbe  représentée  par  l'équation  ;•  z=zfx,  y  étant  l'ordonnée 
rectangulaire  correspondant  à  l'abscisse  x  dont  elle  est  une  fonction 
donnée.  L'espace  terminé  par  cette  courbe  ,  l'axe  des  abscisses  et  une 
ordonnée  quelconque  y ,  sera  donc  aussi  déterminé  par  une  fonction  de 
la  même  abscisse  .v ,  que  nous  désignerons  par  F  x.  Supposons  que  .y 
devienne  a  -+-  / ,  cette  fonction  deviendra  F (  x -]r-  i )  ,  et  il  est  claîl-  que 
F  fx-\-  i)  —  Fx  sera  alors  la  portion  de  l'espace  correspondant  à  la 
partie  i  de  l'axe,  et  terminée  par  les  deux  ordoiniées /.v  et  f{x  -+-  ij 
répondant  aux  abscisses  x  et  x  -[-  i.  Or  ,  quelle  que  soit  la  courbe 
proposée ,  il  est  aisé  de  se  convaincre  ,  même  sans  figure  ,  que  si  les 
ordonnées  vont  en  augmentant  ,  ou  en  diminuant,  depuis  fx  Jusqu'à 
f  f  X  -+-  i^,  l'espace  dont  il  s'agit  sera,  dans  le  premier  cas,  plus  grand 
que  l'espace  rectangulaire  ifx,  et  moindre  que  l'espace  rectangulaire 
if{x  -+-  i  )  ,  et  dans  le  second  cas  ,  plus  grand  que  ce  dernier ,  et  moindre 
que  le  premier.  Donc  il  sera  toujours  nécessairement  renfermé  entre  ces 
limites  ifx  et  i f  (  >:  —H  i  ) ,  lesquelles  seront  par  conséquent  les  limites 
de  la  quantité  F  ( x  H—  i  )  —  -^-v  qui  doit  représenter  ce  même  espace. 

Développons  les  fonctions  f  (  x  -+-  i  )  et  F  ( x  -H-  i)  suivant  la  formide 
du  n.°  5  3  ,  et  arrêtons-nous  au  premier  terme  pour  la  première,  et  aux 
deux  premiers  pour  la  seconde,  on  aura/^.v  -f-  i )  z=ijx  -f-  iJ'  (  x  ~\~j) 

et  F  fx  -\-  i  J  ^zz  Fx  -f-  /■  F'  X  -H  —^  F"  fx  -h-  J  J  .  où  y  est  une 

quantité  indéterminée  qui  peut  n'être  pas  la  même  pour  les  deux  fonctions, 
mais  qui  doit  toujours   être  renfermée  entre  les  limites  c  et  /.  il  faudra 

donc  que  la  fonction  Fx  soit  telle  que  la  quainité  /  f  'x  H —  F"  fx  -\-J  J 

soit  renfermée  entre  les  limites  ifx  et  fx  -+-  i'  f  fx  -+-  i  J,  quelle  que  soit 

V   2 
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ia  valeur  de  /' ,  et  par  conséquent  en  prenant  /  aussi  petit  qu'on  voudra. 
Or,  l'intervalle  entre  les  deux  limites  étant  i'  f  (>^-^j)  >  la  différence 
de  la  quantité  dont  il  s'agit  et  de  l'une  des  limites,  savoir  /  (F'  .v  — fx)  — f— 

F"  (x  -\-  j )  devra  être  moindre  que  /'/'  (x  —\-JJ,  abstraction 

fliite  des  signes  de  ces  quantités.  Mais  il  est  aisé  de  prouver  que  cette 
cojulition  ne  peut  avoir  lieu  pour  une  valeur  de  ;  aussi  petite  (pi'on 
voudra  ,  à  moins  que  le  terme  aflecté  de  /  ne  disparaisse;  car  autrement  on 
pourra  toujours   prendre  i  tel  que  la  première  quantité  soit  plus  grande 

F'  X  —  fx 
que  la  seconde,  puisqu'il  suffira  que  i  soit  < , 

f  (x-^^j)-  —  F"  (x^j) 

On  aura  donc  nécessairement  F'  x  =  fx  ;  et  cette  condition  suffira  pour 
la  détermination  de  la  fonction  Fx ,  puisqu'on  voit  qu'elle  ne  sera  autre 
chose  que  la  fonction  primitive  de  fx. 

Donc,  en  général,  la  fonction  prime  de  la  fonction  qui  exprime  l'aire 
d'une  courbe  par  l'abscisse  ,  est  la  fonction  cpii  représente  l'ordonnée  de 
cette  courbe;  et  réciproquement,  la  fonciicii  cjui  exprime  l'aire  ne  peut 
être  (]ue  ia  fonction  primitive  de  celle  qui  exprime  l'ordonnée.  Ainsi 
l'équation  d'une  courbe  étant  donnée,  pour  avoir  l'expression  de  l'aire, 
c'est-à-dire  ,  la  quadrature  de  la  courbe  ,  il  n'y  ain-a  qu'à  chercher  la 
fonction  primiii\e  de  celle  qui  représente  l'ordonnée,  et  on  pourra  ajouter 
à  celte  fonction  primitive  une  constante  arbitraire  (  11."  62.  ) ,  qu'on 
déterminera  par  la  condition  que  l'expression  de  l'aire  devienne  nulle  au 
point  où  l'on  voudra  la  faire  commencer. 

Nous  avons  supposé  dans  l'analyse  précédente,  que  les  ordonnées  allaient 
en  augmentant  ou  en  diminuant  depuis  /.v  jusqu'à  /"/v  -^  i )  ;  cette 
condition  n'aurait  pas  lieu  s'il  y  avait  entre  ces  deux  ordonnées  un 
maximum  ou  un  minimuw  ;  mais  comme  on  peut  prendre  l'intervalle  /  aus>i 
petit  que  l'on  veut  ,  il  est  clair  qu'on  pourra  totijoiu's  (aire  tomber  la 
seconde  ordonnécyY-v  ~(~ 'V  en-deçà  du  maximum  ou  du  minimum  ;  et  que 
par  conséquent  la  conclusion  que  nous  en  avons  tirée,  demeurera  toujours 
ia  même. 

Si  la  fonction  /.Y  exprimait  l'aire  tle  la  section  d'im  sc^lide ,  fiu'le 
perpendiculairement    à  l'abscisse  .v  ,  on  prouverait  de  la  même  manière 
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flue  la  solidité  serait  exprimée  par  la  fonction  primitive  de  /.v.  Car 
dcsio-nant  par  F.\  la  solidité  ,  la  différence  /"^.v  -f-  /  J  —  Fx  exprimerait 
la  portion  du  solide  comprise  entre  les  deux  secùons  ffx  -+-  i  J  et  fx, 
et  cette  portion  serait  nécessairement  intermédiaire  entre  les  deux  solides 
prismatiques  i  fx  et  tf(x-\~i),  en  prenant  la  quantité  /  aussi  petite 
qu'on  voudrait;  d'où  l'on  conclurait,  comme  ci-dessus,   F'  x  z=:fx. 

135.  Le  problème  de  la  quadrature  des  courbes  est,  comme  l'on  voir, 
le  problème  le  plus  simple  de  l'analyse  inverse  des  fonctions,  puisqu'il  ne 
consiste  qu'à  trouver  la  fonction  primitive  d'une  fonction  donnée.  Nous 
avons  indiqué,  dans  la  première  partie  f  n."  6^  et  suiv.  ) ,  les  moyens  par 
lesquels  on  peut  faciliter  cette  recherche;  nous  ajouterons  ici  une  observation 
essentielle.  ■      - 

Comme  il  est  souvent  avantageux  de  substituer  d'autres  variables  à  la 
place  de  ctlle  qui  entre  dans  la  fonction  ,  pour  simpliher  ou  décomposer 
cette  fonction  en  d'autres  plus  simples  ,  il  ne  faudra  pas  oublier  alors  de 
multiplier  la  fonction  dont  il  s'agit  par  la  fonction  prime  de  sa  variable. 
En  eflet ,  nommant  //  l'aire  de  la  courbe  dont  j  est  l'ordonnée,  et  regardant 
y  et  u  comme  fonctions  de  .v  ,  nous  venons  de  voir  que  l'on  a  7/  rzr  j; 
mais  si  on  suppose  .v  fonction  d'une  autre  variable  ,  et  qu'on  désigne  par 
A.-'  et  u'  les  fonctions  primes  de  x  et  11  prises  relativement  à  cette  nouvelle 

variable,  il  faudra  substituer  — 7-- à    la   place  de  u'    (  n."   6j  )  ,  ce    qui 

donnera  11    zn  y  x'  ;  et  ainsi  des  autres  formules  semblables. 

I  j  6.  Après  le  problème  de  la  quadrature  des  courbes ,  se  présente 
naturellement  celui  de  leur  rectification  ,  c'est-à-dire,  de  la  détermination 
de  la  longueur  même  de  la  courbe. 

Nous  partirons,  pour  la  solution  de  ce  problème,  du  principe  d'Àir/;iiiu'f/e_, 
adopté  par  tous  les  géomètres  anciens  et  modernes ,  suivant  lequel  deux 
lignes  courbes,  ou  composées  de  droites  ,  avant  leurs  concavités  tournées 
du  même  côté  et  les  mêmes  termes ,  celle  (jui  renferme  l'aune  est  la  plus 
longue.  D'où  il  suit  qu'un  arc  de  courbe  tout  concave  du  même  côté,  est 
plus  grand  que  sa  corde ,  et  en  même  temps  moindre  que  la  somme  des 
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deux  tangentes  menées  aux  deux  extrcmitcs  de  l'arc ,  et  comprises  entre 
ces  extrémités  et  leur  point  d'intersection.  De-là  on  peut  tirer  cette  autre 
conséquence,  que  la  longueur  du  même  arc  se  trouvera  comprise  entre 
celles  des  deux  tangentes  menées  à  ses  deux  extrémités,  et  terminées  aux 
deux  ordonnées  qui  répondent  à  ses  extrémités  ,  prolongées ,  s'il  le  faut , 
au-delà  de  la  courbe. 

En  effet ,  ayant  mené  la  corde  qui  joindra  les  deux  extrémités  de  l'arc , 
il  est  aisé  de  voir  que  l'une  des  deux  tangentes  rencontrera  les  ordonnées 
parallèles  sous  un  angle  plus  aigu  que  la  corde,  et  que  l'autre  les  rencontrera 
sous  un  angle  moins  aigu  ,  et  que  par  conséquent  la  corde  sera  moindre 
que  la  première  de  ces  tangentes,  et  plus  longue  que  la  seconde;  donc 
celle-ci  sera  ,  à  plus  forte  raison  ,  moindre  que  l'arc  de  la  courbe.  De 
plus ,  si  on  considère  les  deux  triangles  opposés  au  sommet ,  et  formés 
par  l'intersection  des  deux  tangentes  ,  il  est  visible  que  les  deux  parties 
de  la  première  tangente  seront  respectivement  plus  longues  que  celles  de 
la  seconde,  parce  que  les  côtés  formés  par  ces  parties-là  se  trouvent  opposés 
à  des  angles  plus  grands  que  les  côtés  formés  par  celles-ci.  Donc  la  première 
tangente  entière  sera  plus  longue  que  la  somme  des  deux  portions  de 
tangentes  comprises  entre  leur  .point  d'intersection  et  les  extrémités  de 
l'arc.  Donc  elle  s.era  aussi   plus  longue  que  l'arc. 

Cela  posé, /.Y  étant  l'ordonnée  ([ui  répond  à  l'abscisse,  f'x  sera  fit."  i  r^J 
la  tangente  de  l'angle  sous  lequel  la  tangente  de  la  courbe,  à  l'extrémité 
de  cette  ordonnée,  rencontre  l'axe  des  abscisses  ;  donc  >  [  i'  —\—  (if  x )'  ] 
—  i  y  \  i  H—  f  f  X )'  ]  sera  la  partie  de  cette  tangente  comprise  entre 
l'ordonnée/v  et  l'ordonnée/i^.v  -\-  i)  éloignée  de  la  première  de  l'intervalle  /. 
De  la  même  manière,  on  aura/'  ( x  — |—  i)  pour  la  tangente  de  l'angle 
§ous  lequel  la  tangente  de  la  courbe  à  l'extrémité  de  l'ordonnée /^(^.v—f- /V 
rencontre  l'axe  ,  et  on  trouvera  i  y  \  i  — |—  [/'  (x  -+-  i  )Y  \  pcur  la 
partie  de  cette  tangente  comprise  entre  les  mêmes  ordonnées  f  x  et 
f  (  X  -H  /  ).  Soit  ,  pour  plus  de  simplicité,  ^  .v  z=  y  [  i  H—  (  f  x  )'  ]  , 
on  aura  i  <p  x  et  /  ;J  f  x  —f-  /  J  pour  les  deux  tangentes  menées  aux 
deux  extrémités  de  1  arc  de  la  courbe  compris  entre  les  ordonnées  fx  et 
f  / X  —h-  i  J  ■  ei  terminées  à  ces  mêmes  ortlonnées;  donc  la  longueur  de 
cet  arc  devra  être  renfermée  entre  les  deux  quantités  /  (p  x  et  /'  ç  fx  -\-  i  J  t 
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en  donnant  ù  i  une  valeur  aussi  petite  qu'on  voudra.  Donc  si  ^  .v  est  la 
fonction  de  x  qui  exprime  l'arc  de  la  courbe,  il  faudra  que  la  quantité 
^  f  X  — t-  ij  —  $  X ,  expression  de  l'arc  compris  entre  les  ordonnées  j^'^c 
et  f  f  X  H—  i  J  ,  soit  compri-se  entre  ces  deux-ci  /  (p  x  et  i  0  {  x  — J—  i  J  , 
iquelque  petit  que  soit  /;  d'où,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  ilu 
i\."  I  34,  on  conclura  'V  x  =1=  <p  x.  Donc,  pour  avoir  la  longueur  indchnie 
de  la  cciurbe  ,  il  faudra  clierclier  la  fonction  primitive  de  la  fonction  ç  x , 
ou  1/  [  r  —H-  (  f  X  J'  j  ;  et  comme  on  peut  ajouter  une  constante  arbi- 
traire à  la  fonction  priiniiive  ,  il  faudra  déterminer  cette  constante  de 
manière  que  l'expression  de  l'arc  s'cvaiiouisse  au  point  où  l'on  voudra 
le  faire  commencer. 

Donc,  si  on  nomme  s  l'arc  de  la  courbe  dont  les  coordonnées  sont 
*•  et  _y ,  on  aura  ,  en  regardant  y  ci  s  comme  fonctions  de  .v  ,  l'équation 
s'  z=zY  (  i  -\-y''  )  ,  ;i  cause  de  y  zz^fx,  ci  y'  z=.j'  x.  Et  si  .v  et  ;'  étaient 
données  en  fonctions  d'une  autre  variable,  comme  t,  alors  ,  en  désignant 
par  x' ,  y' ,  s'  les  fonctions  primes  relativement  à  cette  variable,  il  faudrait 

substituer  — 7-  et  —-;-  à  la  place  de  y'  et  s'  (  //."  6 j  ) ,  ce  qui  donnerait 
cette  équation  s'  zzz  y    ( x''  -\-  y'^  )  ,  entre  les  coordonnées  et  l'arc. 

137.  Si  o\\  imagine  que  la  courbe  proposée  tournant  autour  de  l'axe 
àes  abscisses ,  engendre  un  conoïde  ,  il  est  visible  que  les  deux  ordonnées 
f  X  ei  f  (  X  — f-  /  )  décriront  en  même  temps  deux  cercles  dont  ces 
coordonnées  seront  les  rayons ,  que  l'arc  de  la  courbe  compris  entre  cçs 
deux  coordonnées  décrira  une  zone  cono'idiquc  ,  et  que  les  deux  tangentes 
menées  aux  extrémités  de  cet  arc  décriront  des  zones  coniques  ,  entre 
lesquelles  la  zone  concïdique  sera  nécessairement  renfermée.  Or  on  sait, 
par  la  géométrie ,  que  la  surflice  convexe  d'un  cône  tronqué  est  égale  à 
son  côté  multiplié  par  la  demi- somme  àes  circonférences  des  deux  bases. 
Donc ,  si  o]i  désigne  par  tt  la  (circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  est 
z=  I  ,  la  surface  de  la  zone  conique   décrite   par  la  tangente  i  $  .v,  sera 

î  ç  X  TT  ffx  — t—    f  X )  ,  pui.>>(jue  les  rayons  des  deux  bases  sont,  l'un 

/a-,  et  l'autre /.v  ^  //'  .v;  et  la  surface  de  l'autre  zone,  décrite  par  la 


^ 
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tangente  /'  (p  (x  -f-  i) ,  sera  /  ^  { x -h-  ij  tt  [ffx-^i) '-f  fx-^ij ], 

car   il   est  facile    de  voir   que  les   rayons   des  bases  de  ce  tronc  de  cône 

seront  f  f  x  -\-  i  J  et  f  f  x  -+-  i  J  '/  /'  f  x  -\-  i  ). 

Si  donc  on  désigne  par  ^  x  la  fonction  de  l'abscisse  x  qui  exprime 
la  surface  du  coiioïde,  il  est  clair  que  la  zone  conoïdique  sera  exprimée 
par   la    différence  ^  {  x  -H  /  J   (l>  x  ,    et  que  cette  différence  devra 

être    renfermée  entre  les    deux   quantités  i -tt  ç  x    (fx   -+-    — j'  ^  ) 

et  /  vr  cp  (  X  -\-  i)    \_f  (  X  -\-  i  ) —  f  (  >•'  -^  '  )   ]  .  en  donnant 

à  /■  une  valeur  quelconque  aussi  petite  qu'on  voudra.  D'où  l'on  pourra 
conclure,  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n.*^  '34'  q>-ie  cette 
condition  ne  pourra  avoir  lieu  ,  à  moins  que  l'on  n'ait  4>'  x  zzz  -k  (p  x  f  x 
:m  vry.v  "j/  [  I  — f-  (  f  X  }'  ].  Donc  on  aura  la  surface  du  conoïde 
proposé,  en  prenant  la  fonction  primitive  de  lu  fonction  'tt  j  x  y  [  i  — |— 
(j'xr-  ],  ouTT  V   /(  i-H/V- 

138.  En  général ,  supposons  que  l'on  cherche  la  fonction  Fx  par  cette 
condition,  que  la  diflérence  F  (  x  H—  i  )  —  F  x  doive  ctre  renfermée 
entre  les  deux  quantités  i  f  (  x  ,  i  J  et  i  ç  f  x  ,  i  J  ,  f  et  p  dénotant  des 
fonctions  données  de  .v  et  /  telles  qu'en  faisant  /  =  o  ,  on  aii/.v  zzz  t  x , 
et  que  cette  condition  doive  avoir  lieu  en  donnant  à  /  une  valeur  quel- 
conque aussi  petite  qu'on  voudra. 

En  employant  le  théorème  des  n.°'  5  2  et  53  ,    on  réduira  la  fonction 

F  ( X  -\-  i )  à  F X  -t-  /■  /'  X  -\ F"  (  X  -+-  J  )  ,  et  les  fonctions 

f  (  :<  ,  i)  ,  'P  (  ^,  i  )  ^^  fx  -\-  i  f  (  ^  '  )  )  '  <P  X  -^-  ï  (^  (  X  ,  j  )  ,  la 
quantité  y  étant  indéterminée,  mais  comprise  entre  les  limites  o  et  / ,  et 
pouvant  être  différente  dans  les  différentes  fonctions;  les  fonctions  déri^'ées, 
marquées  par  F' ,  F" ,  se  rapportent  à  la  variable  .v,  et  leS  fonctions  dérivées, 
marquées  par/',  (p' ,  se  rapportent  à  la  variable/.  Donc,  puisqu'on  suppose 
j  X  r=  <p  X  ,  la  condition  dont  il  s'agit  se  réduira  à  faire  en  sorte  que  la 

c|uun(iié  /  /''  .V  H F"  (  x  —\-J  )  soit  comprise  entre  les   deux- 
quantités 
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<juantités  tfx  -+-  i^  f*  (  ^  >  J  )  ^^  'A  "+-  i^<p'  (^'J  )>  quelque  petite 
<jue  puisse  être  la  valeur  de  /.  Donc  il  faudra  que  la  différence  /  ( F' x  — fx) 

~\-  i'  \ F"  ( X  -\-  j )  —  /'  (  X ,  j )  ]  ne  soit  jamais  plus  grande  que 

la  di(Terence  /*   \_  a,'  (  x ,  j  )  /'  (  s ,  j  )  ]  ;   mais  tant  que  le  terme 

multiplie  par  la  première  puissance  de  /  ne  sera  pas  nul,  on  pourra  toujours 
prendre  /  assez  petit  pour  que  la  première  quantité  devienne  plus  grande 
<jue  la  seconde ,    car   il  suffira  pour   cela  de   prendre  ;  moindre  que  la 

quantité ,  abstraction  lane  du  signe  de  cette 

<^' (x.j)-^F"  (x-^j) 

quantité.    Donc,  la  condition  proposée  emporte  nécessairement  celle-ci 

F'  X  A  =  o  .  ^t  par  conséquent  /''' .v  =: /v  ;  c'est-à-dire  que  la 

fonction  cherchée  Fx,  devra  être  la  fonction  primitive  Ae  fx  ;  et  pour 
avoir  la  valeur  complète  de  Fx,  il  fliudra  y  ajouter  une  constante  arbitraire, 
qu'on  déterminera  par  les  conditions  de  la  question. 

139.  Les  courbes  planes  appartiennent  à  la  géométrie  àe  deux  dimen- 
sions ,  et  ne  dépendent  par  conséquent  que  de  deux  coordonnées.  Los 
courbes  à  double  courbure  doivent  appartenir  à  la  géométrie  de  trois 
dimensions  ,  puisqu'elles  ne  peuvent  être  tracées  que  sur  la  surface  des 
corps  solides  ;  aussi  dépendent  -  elles  de  trois  coordonnées  perpendi- 
culaires entre  elles ,  dont  deux  sont  fonctions  de  la  troisième ,  de  sorte 
qu'elles  ne  peuvent  être  représentées  que  par  deux  équations  entre  trois 
indéterminées. 

Soit  donc  pour  une  courbe  quelconque  à  double  courbure  y  nzz  fx , 
Z  ^  (p  X ,  X ,  y  ,  i  étant  les  trois  coordonnées  rectangulaires.  Soit  de  même 
pour  une  autre  courbe  donnée  ^  =  Fp ,  r  rz:  ^p;  p,  q,  r  étant  pareil- 
lement ses  trois  coordonnées  rapportées  aux  mêmes  axes  que  les  précé- 
dentes. Si  on  veut  que  ces  deux  courbes  aient  \\\\  point  commun  pour 
l'abscisse  .v,  il  faudra  qu'en  faisant  p  z=z  .v,  on  ait  aussi  q  =/  t?t  /•  =r:  ^  ; 
donc  y  zz^  Fx  et  i  z=z  ^.v.  Pour  un  autre  point  quelconque  répondant 
à  l'abscisse  x  -+-  i ,  les  ordonnées  7  et  ^  seront /(^.v  -H  i ) ,  (f  ( -^ -^  i )  > 
et  les  ordonnées  q ,  r  seront  F  (  x  -H  i  ) ,  'i>  (  x  -\-  i  )  ;  et  faisant  pour 
abréger  d^^f  (x  -\-\)  —  /^  (^  .v -i- /^ ,  J\  :=:  (p  (x-\-'t)  —  ^  (x-^i), 

X 
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il  est  facile  de  concevoir  que  la  distance  D  enl.e  {qs  points  Ats  deux 
courbes  qui  repondent  à  la  même  abscisse  x  H—  /',  sera  exprimée  par 
D  zzz:  V  f  <-/'  — t—  ^'''  ).  De  là  ,  par  une  analyse  semblable  à  celle  qui  a 
été  développée  au  commencement  de  cett'ï'  seconde  partie  ,  on  prouvera 
'que  sif'.x  rrz  F' x ,  ç>' x  :z=r  4''.v,  il  sera  impossible  qu'aucune  autre 
courbe  donnée  qui  ne  satisferait  pas  aux  mcmes  conditions ,  puisse  passer; 
entre  les  deux  courbes  dont  il  s'agit. 

Si  l'on  avait  de  plus/"  x  izr:  F"  x  et  ç," x  ^rr  $"  a-  ,  on  prouverait ,  de  la 
même  manière,  qu'aucune  autre  courbe  pour  laquelle  ces  équations  n'au- 
raient pas  lieu  ,  ne  pourrait  passer  entre  les  mêmes  courbes  ;  et  ainsi  de  suite. 

Aijiii ,  en  applicjuant  aux  courbes  à  double  courbure  les  mêmes  notions 
des  différens  ordres  de  contact  des  courbes  ordinaires  ,  on  en  conclura 
que  \ts  deux  premières  conditions  détermineront  mi  contact  du  premier 
ordre,  que  les  deux  suivantes  délcrmineront  un  contact  du  second  ordre; 
et  ainsi  de  suite. 

En  général,  en  nommant  x,y,  i  les  coordonnées  d'une  courbe  pro- 
posée, Cl  p ,  q,  r  les  coordonnées  de  la  courbe  donnée,  pour  laquelle 
on  demande  les  conditions  du  contact  d'un  ordre  donné  avec  la  courbe 
proposée  ,  si  F (p  ,  q,  r)  zi=  o  ,  et  <^  (p,  q,r )  =^  o  sont  les  deux 
équations  de  la  courbe  donnée  ,  on  aura  pour  un  contact  du  premier 
ordre,  les  quatre  équations  F  (  x ,  y ,  i)  z=  o  ,  F  (  x  ,  y,  i)'  z=.  o  , 
^  ( X ,  y  ,  i)  z:^::  o  ,  <î'  ( x ,  y ,  i  )'  z=z  o  ;  pour  un  contact  du  second 
ordre  ,  on  ama  de  plus  les  deux  équations  F  (  x  ,  y  ,  ^  J'  z=.  o  , 
^>  (  X ,  y ,  i)"  zn  o  ;  et  ainsi  de  suite,  en  regardant,  dans  ces  fonctions 
dérivées  ,  j  et  ^  comme  fonctions  de  .v.  On  saiistera  à  ces  équations  par 
Je  moyen  àcs  constantes  arbitraires  a ,  h ,  c,  ckc.  ,  qui  entreront  dans  les 
fonctions  données  F  (  p  ,  q  ,  r)  et  <I>  (  p,  q ,  r  ) ,  et  (ju'on  poiu-ra  appeler, 
comme  ci -dessus  (  n."  i  ly  ) ,  élemciis  du  contact  ,  lorsqu'elles  seront 
déterminées  en  lonclions  de  .v ,  y ,  3,  y'  ,l' ,  &ic. 

140.  Prenons  pour  la  courbe  donnée  uiie  lii;;ne  droite  déterminée  par  les 
deux  équations  q  =  <-/  — |—  lip,  r  z=z  c  — j—  dp  ;  pour  qu'elle  ail  un  contact 
du  prcinier  ordre,  c"est-à- tlire ,  pour  qu'elle  soit  tangente  dune  courbe 
quelconque  proposée  et  rapportée  aux  coordonnées  x ,y ,  1,  on  aura  ces 
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quatre    équations  y   zn  a  -+-  bx  ,  i  nr  c  H—  <lx  ,  y'  zzz  h ,  i'  =r=  i^/  ; 

d'où    ïon  lire   ij-=z  y    y' x ,   c   :=z   7    ^'.v.    De    sorte    que    les 

équations  de  la  tangente  rapportée  aux  coortlonnées  ^)  ,  rj ,  r,  seront 

^  =  V v'.v  -+-  y'p  ,   ;•  r=  7  —  ^'.v  -4-  ^p. 

Il  est  facile  de  voir  que  ces  deux  équations  représentent  les  deux 
tangentes  <\qs  courbes  planes  qui  lorment  les  projections  de  la  courbe 
proposée  sur  les  deux  plans  à^s  x  et  y  et  des  ,v  et  7  (tu  11^);  de 
sorte  que  pour  mener  une  tangente  à  une  courbe  à  double  courbure ,  il 
suffira  toujours  de  mener  les  tangentes  à  ses  deux  projections ,  et  la  droite 
dont  ces  deux  tangentes  seront  les  projections ,  sera  la  tangente  cherchée. 

14.1.  Supposons  qu'on  demande  le  cercle  osculateur  d'une  courbe  à 
double  courbure. 

Pour  avoir,  de  la  manière  la  plus  simple,  les  équations  générales  d'un 
cercle  tracé  sur  un  plan  quelconque ,  nous  considérerons  le  cercle  comme 
formé  par  l'intersection  d'un  plan  qui  passe  par  le  centre  d'une  sphère; 
le  rayon  et  le  centre  de  la  sphère  deviendront  alors  ceux  du  cercle ,  et 
le  plan  sera  le  plan  même  du  cercle. 

L'équation  générale  d'une  sphère  rapportée  aux  trois  coordonnées 
p ,  q  ,  r ,  est 

(p  —ar  -\-  (q  —  h)'-  -^  (r-cT-  ,=.d\ 

où  n,h ,  c  sont  les  coordonnées  du  centre,  et  ^/ est  le  demi  -  diamètre, 
ou  rayon.  L'équation  tl'un  plan  rapporté  aux  mêmes  coordonnées  et 
passant  par  le  point  qui  répond  aux  coordonnées  a ,  h,  c,  est  en  général 

p  a  —h-  m  (  q  h  )  -\-  n  (  r  f  ^  zm  o  , 

m  et  //étant  deux  constantes  arbitraires  ,  qui  déterminent  l'inclinaison  du 
plan  à  l'égard  des  plans  fixes  Aqs  coordonnées.  Le  système  de  ces  deux 
équations  représentera  donc  un  cercle  dont  le  rayon  sera  d ,  dont  le 
centre  sera  déterminé  par  les  coordonnées  a,  b,  c ,  et  dont  le  plan 
dépendra  des  quantités  //;  et  //.  - 

i    Si  donc  on  change  dans  ces  équations  les  quantités  y,  q ,  r  en  .v,  v,  3, 

X  2 
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et  qifon  en  prenne  les  équations  primes  et  secondes  ,   on  aura  ces  six 
■équations  : 

.V   (1   -f-   m    (  y   b  )     H-    H    (7^  —  c  )     =    G, 

X  —  ^i  -^  y'  (  y  —  i>  )   -^  -^  ( ■^—  c )  z=z  o, 

1    -f-   ;;/;■'   -\-  fi  z'  =z   o  , 

wy"  -\~  nî'  =z  o  , 
^ont  les  quatre  premières  renfermeront  les  conditions  nécessaires  pour 
que  le  cercle  dont  il  s'agit  ait  un  contact  du  premier  ordre  avec  toute 
courbe  à  double  courbure  ,  dont  x ,  y ,  Z  seront  les  coordonnées  ,  y  et  z 
étant  données  en  fonctions  de  x  ;  et  si  on  y  Joint  les  deux  dernières  ,  on 
aura  les  conditions  nécessaires  pour  un  contact  du  second  ordre,  c'est-à-dire» 
pour  que  le  cercle  devienne  osculateur  de  la  courbe. 

Comme  il  y  a  dans  ces  équations  six  quantités  indéterminées,  a ,  h,  c , 
x/,  ;//  et  n ,  on  pourra  satisfaire  à  toutes  ces  conditions,  et  le  cercle 
osculateur  sera  déterminé  de  grandeur  et  de  position.  Mais  si  on  ne 
demande  qu'un  cercle  tangent  ,  il  restera  deux  indéterminées  ,  pour 
lesquelles  on  pourra  prendre  le  rayon  d ,  et  une  des  deux  quantités  m 
et  tu   Dans   ce  cas  donc  ,  l'équation 

X  —  ^  -^  y'  (  y  —  ^y^-^'(^^  —  c  )  z=  o 

«îéterminera  le  plan  dans  lequel  se  trouveront  les  centres  de  tous  les 
cercles  qui  peuvent  être  tangens  ;  et  comme  le  rayon  du  cercle  tangent  est 
nécessairement  perpendiculaire  à  la  courbe ,  cette  équation  sera  celle  d'un 
plan  perpendiculaire  à  la  courbe ,  en  prenant  a,  h,  c  pour  les  coordonnées 
du  plan. 

Considérons  maintenant  le  contact  du  second  ordre.  Les  trois  premières 
équations'  donneront 

Y ^ (ny'  —  m-Q  d         (n—-{)d  (m  —  y')d 

R  '^        ^ —  R  'Z        ^  R        - 

en  fai.sant ,  pour  abréger  , 
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Ces  valeurs  étant  siibstltuces  dans  la  cinquième  équation ,  on  en  tirera 


J  = 


(  I  -+-  y"  -^  i"  )  R 


(  n  -  ij  y"  -  (  m  -  y  ;  î'  • 

Enfin ,  la  quatrième  et  la  sixième  équation  donneront 

,"  " 

i  '         ..  y 


m 


ly   —  y  i  zy   —  y  i 


valeurs  qu'on  substituera  dans  les  expressions  précédentes. 
On  aura  ainsi,  après  les  réductions  , 


•? 


rt  -+-/'-*-  t'v^ 


X 


/  [  ^  I  -^y-  -^  l'V  (y"  -*-  i"V  -  (y  y"  -t- 11/  ]   ' 

(  i  -t-y^+  Î'J   (y"  -H  rj  -  (y  y"  -+-  îi  r    ' 

/  _  V  -f-       ^'  -^y"^î'jr-y'(^  ^y'-^z")  (y'y"-^ii") 
— /-*-    ^,_^y^^,-;    ^y-  ^  J-;  _  ^yy  ^^'j,-;.    ' 

.__  ■      rt-Hy-+i'Vi"-iVi+y'-t-^'v  6y+;V'; 
""  ^     T^"^^7^^ï~?T77^"^r?\r=r7y7^r777~  • 

La  quantité  «Y  sera  le  rayon  osculateur  de  la  courbe  proposée  ,  et  h$ 
quantités  a,  h,  c  seront  les  coordonnées  de  la  courbe  des  centres  de  tous 
les  cercles  osculateurs  ;  mais  cette  courbe  ne  sera  pas  pour  cela  une  déve- 
loppée, comme  dans  les  courbes  à  simple  courbure. 

142.  Pour  s'en  assurer  ,  et  trouver  en  même  temps  les  conditions 
nécessaires  pour  qu'elle  devienne  une  développée  de  la  courbe  à  double 
courbure  ,  il  n'y  a  qu'à  employer  des  considérations  semblables  à  celles 
du  \\?  I  j  o. 

Reprenons  les  valeurs  de  a  ,h ,  c ,  tirées  àe%  trois  premières  équations, 
nous  aurons 

(  ny    —   v\î  )   d 


c  —  i   — 


R 

Çn-z')   d 
R 

(m    —  y  )d 

R 
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'  Ces  expressions ,  en  regardant  les  quantités  .v,  y,  i,  y' ,  rj ,  ainsi  que 
;/;  et  u  ,  comme  constantes,  et  la  (|iiantité  rf" comme  seule  variable  ,  donnent 
les  coordonnées  de  la  droite  dans  laquelle  est  place  le  rayon  osculateur  ; 
mais  en  regardant  toutes  ces  quantités  comme  variables,  et  ;/;,  ;/,  d 
comme  données  en  ,y  ,  puisque  y  et  i  sont  censées  données  en  .v,  ces 
mêmes  expressions  représentent  alors  les  coordonnées  de  la  courbe  des 
centres.  Or ,  pour  que  la  droite  devienne  tangente  de  la  courbe ,  il  faut 

que  les  valeurs  de  — p  et   — ;-  ,  en   regardant  b  ei  c  comme  fonctions 

de  a  ,  ou  en  général  a ,  h  ,  c  comme  fonctions  dune  autre  variable 
quelconque ,  soient  les  mêmes   dans  les  deux  cas.    Donc  les  valeurs   de 

^'  Ô'  ^'  ,  A  .         ,  ,  .  , 

— —  ,  — —  ,   —  ,  -    devront   être  aussi  les   mcmes ,   soit   que  les  quantités 

a ,  h ,  c,  d  soient  seules  variables,  soit  que  les  quantités  x,  y,  i,  m  et  n 
varient  aussi  en  même  temps;  par  conséquent,  il  faudra  que  les  équations  qui 
déterminent  ces  valeurs,  aient  lieu  également  dans  les  deux  hypothèses. 

Or,  si  on  considère  les  équations  qui  ont  servi  à  déterminer  les  quan- 
tités a  ,h  ,  c  ,  <l ,  m  et  //  en  .v  ,  y,  y'  ,  y  ,  et  qu'on  regarde  toutes  ces 
quantités   comme  variables  à  la  fois ,  il  e>t  clair  que  les  deux  équations 

(x  —  ny-  H-  (y hy'-^(i  —  c)'-—d'^Kx a^y'  (y  — h) 

— j—  ■^  (  1  —  c  )  zz=  o  emporteront  encore  celle-ci , 

__,/  (x  —  a)  —U  (y  —  h)—c'  (i—c)  —dd', 

qui  n'est  que  l'équation  prime  de  la  première,  en  supposant  a,  h  ,  c ,  d 
seules  variables.  De  même,  les  deux  équations  .v  —  n  -h-/  (y  —  h )  -\~ 
Z'  (l—i)  =  o  et  I  -H  y''-  H-  f'  H-/  (y  —  h)  -\-  i'  (i— c )  —  o 
emporteront  celle-ci , 

a    -H  y' h'  -}-  î <.'  =  o  , 

qui  est  également  l'équation  prime  de  la  première  ,  en  ne  prenant  que 
<-/,  b  ,  c  pour  variables.  Ces  deux  équations  ont  donc  la  condition  demandée; 
mais  comme  elles  ne  suffisent  pas  pour  la  détermination  des  trois  quantités 

'  '  '  / 

-^-r-,  —j~,  -~- ,  il  faudra  trouver,  de  la  même  manière,  une  troisième 
équation   qui   contienne   les    fonctions  primes  a'  ,  V ,   c'  ;  or  ,   les   deux 
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précédentes  ayant  éic  déduites  de  l'équation  de  la  sphère ,  il  faudra  tirer 
la  troisième  de  l'équation  du  plan  .v  —  d  -f-  m  (y  —  h)  -\-  11  (^  —  c)  =  o  > 
la([uelle,  en  faisant  tout  varier  ,  et  ayant  égard  à  l'ccpiation  i  -+-  m  f  — [- 
ti'^  zzz  o,  donnera  celle-ci       ' 

./  ;////  /u'  -+-  m'  (y  —  l>  )  -^  "'  { l  c  )  =0, 

qui  est,  comme  l'on  voit,  l'équation  prime  de  la  précédente,  en  supposant 
^i ,  h  ,  c ,  m,  Il  variables  à  la  fois;  par  conséquent,  cette  équation  n'aura 
pas  la  condition  demandée  ,  à  moins  que  la  partie  dépendani  de  la 
variation  des  quantités  /;/  et  //,ne  disparaisse,  c'est  -  ù  -  dire  ,  à  moins 
cju'on    n'ait 

Si  cette  condition  a  lieu,  alors  l'équation  restante  a'  -+-  m  h'  — |—  ne'  rz=  o  , 

combinée  avec  les  deux  équations  qu'on  vient  de  trou\er,  doimera   les 

I  j       <'  ^  <  •  1 

valeurs  de  —-rr  >  ~~7r~>  '~F'  •  *î^''  seront  les  mcmes ,  soit  que  les  quantités 

a ,  h  ,c,  d  soient  seules  variables  ,  soit  que  .v,  y ,  1 .  m  et  /;  varient  aussi 
à  la  fois.  Par  conséquent,  la  droite  dans  laquelle  est  placé  le  rayon  oscu- 
iateur,  deviendra  tangente  à  la  courbe  des  centres:  donc  aussi  ce  rayon 
sera  tangent  de  la  même  courbe,  puisqu'il  est  terminé  ù  cette  courbe. 
Dans  ce  mcme  cas ,  les  expressions  précédentes  de  a ,  b ,  c  donneront 
sur-le-champ  ces  fonctions  primes 


a': 


fny' 


-rnî)  .1'               __     (n-Qd'         ,_           (  m  -  y' )  d' 
R  '"    —  R  ''   —  R ■' 


d'où  l'on  tire  «"  H~  ^"  -j-  ^'  ':=./'  ^  et  de  -  là  ^'  r=  /  ( d  '  -\~  //  ' -^  c"  ) . 
Or,  nous  verrons  ci-après  ( iiS  i ^.f  )  que  cette  équation  montre  que  d 
est  l'arc  de  la  courbe  dont  a,  b ,  c  sont  les  coordonnées.  Donc  le  rayon 
osculaleur  sera  non-seulement  tangent  à  la  courbe  des  centres,  mais  encore 
égal  à  l'arc  de  cette  courbe.  11  ne  sera  donc  autre  chose  que  le  développement 
de  cette  mcme  courbe  ,  laquelle  sera  par  conséquent  la  développée  de  la 
courbe  proposée,  doin  x ,  y ,  7^  sont  les   coordonnées. 

143.    La  condition   ;//  (y  b  )  -Y-  n'  (  i  c  )  =^  o   que  nous 

venons  de  trouver  pour  que  la  courbe  ait  une  développée,  a  évidemment 
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lieu  ,  lorsque  ?n  et  //  sont  constantes;  et  dans  ce  cas ,  la  courbe  sera  toute 
dans  un  plan  détermine  par  ces  constantes.  Si  ces  quantités  ne  sont  pas 
constantes  ,  elles  détermineront  le  plan  tangent  de  la  courbe  ;  et  lorsque 
i'équation  précédente  aura  lieu ,  les  rayons  osculateurs  formeront  une 
courbe  développable.  Car  en  ajoutant  à  cette  équation  l'équation 
I  -f-  m  y'  -H  11  i  z=.  o  ,  qui  est  une  de  celles  du  n.°  14.1  ,  on 
aura  celle-ci, 

I    -+-  my'  -f-  «^'  -H  ;//  (y  —  h  )  -H  n'  {  i  —  c  )  ^=l  o , 

qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  prime  de  l'équation  du  plan 

A-  a  — t-  ///  (y  h  )  H—  n  (  7^  c  )  =z  o  , 

en  regardant  les  coordonnées  a,  h,  c  du  plan  comme  constantes,  et  la 
quantité  .v  qui  sert  ici  de  paramètre  et  dont  les  autres  quantités  y,  j,  m,  n 
sont  supposées  fonctions,  comme  seule  variable;  ce  qui  constitue  le  principe 
des  surfaces  développables ,  comme  on  le  verra  plus  bas"  (  n°  '  Jp  )• 

Au  reste  ,  il  y  a  une  manière  plus  générale  de  concevoir  les  développées 
des  courbes  ,  laquelle  consiste  à  prendre  le  rayon  de  la  développée  dans 
une  position  inclinée  au  plan  tangent,  et  qui  donne  lieu  à  plusieurs  belles 
propriétés  àes  courbes  et  (Xqs  surfaces.  Comme  les  bornes  que  nous  nous 
sommes  prescrites  ne  nous  permettent  pas  d'entrer  dans  ce  détail  ,  nous 
ne  pouvons  qu'inviter  nos  lecteurs  à  voir  cette  nouvelle  théorie  dans  le 
tome  dixième  des  Mémoires  présentés  à  la  ci-devant  Académie  des  sciences. 

144.  Si  on  trace  la  projection  d'une  courbe  à  double  courbure  sur 
le  plan  des  x  ei  y  ,  on  peut  regarder  cette  courbe  de  projection  comme 
l'axe  curviligne  de  la  courbe  à  double  courbure;  de  sorte  qu'en  nommant 
s  l'arc  de  la  courbe  de  projection,  dont  les  coordonnées  sont  .v  ,  y,  et 
supposant  que  cet  arc  soit  étendu  en  ligne  droite  ,  on  aura  i  et  3  pour 
les  coordonnées  rectangulaires  de  la  courbe  à  double  courbure  supposée 
appliquée  sur  un  plan. 

Celte  considération  nous  offre  le  moyen  d'appliquer  inimciliatement 
aux  courbes  à  double  courbure,  les  formules  de  la  quadrature  et  de  la 
rectification  des  courbes  planes  ( n."'  ' S^'  ' 3^  )•  Poi'r  cela,  il  n'y  aura 
qu'à  substituer  s  au  lieu  de  ,v,  et  ^  au  lieu  da  y,  dans  les  expressions  jj/- 

et 
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et  V  f  a'"  —h-  y'  '  ) ,  on^aura  2^'  et  V  (s"'  -f-  "c'  ) ,  et  comme  l'arc  s  qs\. 
déieiminc  par  l'équation  /  z=  V  { ■\'  '  -i-/'  J >'  en  faisant  cette  subsiituiion  , 
on  aura  les  deux  formules  3  /  f.\-'  "  -{-  /^  J  et  V  ( x"'  -j-  )■"  -4-  ^"  ^  , 
dont  la  première  sera  la  fonction  prime  de  l'aire  ,  ou  de  la  surface  du 
cylindre  droit  qui  a  pour  base  la  projection  de  la  courbe  à  double  courbure, 
et  qui  est  terminé  par  le  contour  de  cette  courbe,  et  dont  la  seconde 
sera  la  fonction  prime  de  l'arc  de  la  même  courbe. 

145.  Les  surfaces  courbes  se  déterminent  aussi  par  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires, comme  les  lignes  à  double  courbure,  mais  avec  cette  différence, 
que  pour  les  surfaces  ,  deux  des  coordonnées  sont  indépendantes  entre 
elles  ,  et  la  troisième  est  fonction  de  ces  deux  ;  de  sorte  qu'une  surface 
n'est  représentée  que  par  une  seule  équation  entre  les  trois  coordonnées^ 
Ainsi  les  deux  équations  qui  déterminent  une  courbe  à  double  courbure, 
représentent  chacune  en  particulier  une  surface  courbe  ,  et  la  courbe 
représentée  par  le  système  de  ces  deux  équations ,  est  formée  par  l'inter- 
section des  deux  surfaces.  La  théorie  des  surfaces  dépend  donc  de  l'analyse 
des  fonctions  de  deux  variables  ,  et  peut  être  traitée  comme  la  théorie 
des  courbes ,  et  par  les  mêmes  principes.  Ainsi ,  de  même  qu'une  ligne 
droite  peut  être  tangente  d'une  courbe,  un  plan  peut  être  tangent  d'une 
surface  ,  et  on  déterminera  le  plan  tangent  par  la  condition  qu'aucun 
autre  plan  ne  puisse  être  mené  par  le  point  de  contact  entre  celui-là 
et  la  surface. 

Soient  x ,  y ,  1  les  trois  coordonnées  de  la  surface  donnée ,  et  p ,  rj ,  r 
îes  coordonnées  du  plan  tangent  rapportées  aux  mêmes  axes  rectangulaires  ; 
on  aura,  par  la  nature  de  la  surface,  1  -z=z  f  { x ,  y  ) ,  et  par  la  nature  du 
plan,  r  z=z  a  -\-  hp  — f—  c q  ;  a ,  h  ,  c  étant  les  trois  constantes  qui  déter- 
minent la  position  du  plan.  D'abord  ,  pour  que  le  plan  ait  avec  la  surface 
un  point  commun,  il  faut  que  son  équation  subsiste,  en  supposant  que 
ies  coordonnées  y;,  tj  ,  r  deviennent  x ,  y ,  1;  ce  qui  donnera  cette  première 
tquation  :  7  z=i  a  -f-  b  x  -4—  cy. 

Considérons  maintenant  un  autre  point  de  la  surface  répondant  aux 
coordonnées  x  -4—  / ,  y  -4-  0  ,  l'ordonnée  perpendiculaire  1  deviendra 
f  { X  — J—  î , y  -+-  0  J.  Faisons  aussi  dans  l'équaiion  du  plan/;  m:  a-  — j—  i ■ 

Y 
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x;  z==:.  y  -+-  0  ,  l'ordonnée  perpendiculaire  r  deviendra  a  ~\—  h  ( x  -f-  i ) 
_j_  c  (y  —H  0  )  ,^'i  la  distance  entre  les  points  correspondans  de  la  surface 
et  du  plan  sera  exprimée  par 


( 


f  (  X  -\-  ï ,  y  -\-  0  )  —  Cl  —  h  (  X  -\-  ï)  —  c  ( y  -\-  0  ). 

La  fonction //".v  -i- i ,  y  -\-  o  J  peut  se  développer  dans  cette  série 
^n."  S;Jffx,y)-^if{x,y)-^of,{x,yJ-i-~f"fx,yJ-^ 

lofl  (x.y  )  -+-  o"  fj  x,y)  -H  &c.;  donc ,  à  cause  de/(^A-,  ;'y  =2  = 
il  — I—  hx  -4-  cy  ,  la  distance  dont  il  s'agit,  que  nous  désignerons  par  D, 
sera  exprimée  ainsi  :  D  =z  i  [f  f  x ,  y  J  —  '^  J  -H  o  [/^  f  ■'''')' J  —  '"  ] 

H '—  f"  ( X ,  y )  -H  ïof,  (x.y)  -\ f„  (x>y)  -H  &c.,  où  l'on  voit 

d'abord  que ,  les  quantités  i  et  o  demeurant  indéterminées  ,  la  valeur 
tle  D  deviendra  la  plus  petite ,  si  on  détermine  les  quantités  3  et  c  de 
manière  que  les  termes  multipliés  par  /  et  o  disparaissent ,  ce  qui  donnera 
b  =^f'  (x  ,  y  )  1=  ^'.  c  ■=^f,(x,y)  ^=zi,  (  ii."  p  o  J  ;  et  comme  on  a 
déjà  trouvé  a  -+-  b  x  -\-  cy  z=:z  i,  on  aura  les  valeurs  des  trois  constantes 
ii,h,c  de  l'équation  du  pian  en  fonctions  de  x,y ,  j.  Ces  valeurs  seront 

donc  a  -ri^i  —  -v^'  y  i^ ,  b  z=:z '^ ,  c  :=z  i^;  et  la  position  du  plan 

5era  entièrement  déterminée. 

14^).  Par  l'évanouissement  des  termes  multipliés  par  /'  et  0,  l'expression 
de  la  distance  D  ne  contiendra  plus  que  des  termes  multipliés  par  des 
puissances  ou  des  produits  plus  hauts  de  ces  mêmes  quantités.  Si  on  faisait 
passer  un  autre  plan  par  le  même  point  qui  répond  aux  coordonnées  .v  et/, 
on  trouverait  par  la  distance  que  je  nommerais  A ,  entre  les  points  de  la 
surface  et  du  nouveau  plan  correspondant  aux  coordonnées  .y  -\-  '  et 
y  -+-0 ,  une  expression  semblable  ;i  celle  de  D,  mais  où  les  termes  multipliés 
par  /  et  par  0  ne  se  détruiraient  plus.  Or ,  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut 
prendre  les  quantités  /  et  0  assez  petites  pour  que  les  termes  multipliés 
par  les  premières  puissances  de  ;  ou  de  0  deviennent  plus  grands  que  les 
autres  termes  multipliés  par  des  puissances  ou  des  produits  de  plusieurs 
dimensions,  ce  qui  porterait  d'abord  à  conclure  que  l'on  peut  toujours 


DES    FONCTIONS    ANALYTIQUES.  •  17! 

donner  à  /'  et  0  des  valeurs  assez  petites  pour  que  la  distance  A  surpasse 
la  distance  D  ,  en  sorte  qu'il  soit  impossible  que  le  dernier  plan  passe 
entre  le  premier  et  la  surface. 

Mais  cette  conséquence,  qui  serait  légitime  si  les  expressions  de  Z?  et  A 
n'étaient  composées  que  d'un  nombre  déterminé  de  termes,  pourrait  souffrir 
des  difficultés  à  raison  des  suites  infinies  qui  entrent  dans  ces  expressions. 
C'est  pour  les  éviter  que ,  lorsque  nous  avons  considéré  les  tangentes 
des  courbes ,  nous  avons  fait  usage  du  théorème  du  n."  53,  par  lequel 
on  peut  ne  développer  les  fonctions  que  par  parties ,  et  autant  qu'on  en 
a  besoin.  Nous  pourrions  encore  appliquer  ce  théorème  au  développement 
àts  fonctions  de  deux  variables  ,  en  développant  successivement  suivant 
les  puissances  de  /  et  de  0  ;  mais  comme  on  ji'aurait  pas  ,  de  cette  manière  , 
&ti  formules  symétriques  ,  et  semblables  à  celles  des  fonctions  d'une  seule 
variable  ,  nous  en  prendrons  occasion  de  généraliser  l'analyse  des 
n,"^  45  ^t  suiv. ,  en  l'étendant  au  développement  d'une  fonction  quelconque 
f(^>y)  ^^  deux  variables. 

147.  Reprenons  la  formule  générale  tronvée  (  n."  8j)  pour  le  déve- 
loppement de  f  f  X  -4—  /,  y  -\-  0  J  ,  et  changeons  (  ce  qui  est 
permis  ,  par  la  raison  que  .v ,  y ,  i  et  0  sont  des  quantités  quelconques  ) 

X  çt  y   en  X  i    et  ^  —  0  ,    ensuite  /    et  0   en   .v  i  et  y  i  ,    nous 

aurons 

f  (x,y)  z=:f(x  —  xz,  y  — yi)  -H  >' 2/ Y -v  — -v  j ,  ;>-  — yz)  -+- 

yzf,(=<  —  ^l'y  —yi)-+-  — ^/"  ^^  —  xz,y  — yi)  -\- 
>(yif'  (>^  —  ^i-y—yi)  h-  —^f>,  (^  —  ^i>y—yi)-^^<^-> 

où  3  sera  une  quantité  quelconque  indéterminée  qui  étant  supposée  égale 
à  Z'^fo ,  rendra  l'équation  identique  ,  et  qui  étant  faite  zr=  i ,  donnera 


f(x,y)  ^f.-^xf.'-^yf,  -4-  -^/"  -+-  syf.]  -f-  ^f.„-^Scc.. 


formule  générale  du  développement  de  la  fonction  y  (^. v,  ^  y),  suivant  les 

y  2 
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puissances  de  .v  et  v ,  dans  laquelle  les  quantités  désignées  par  f.,  f! ,  f.^ ,  &c. 
dénotent  les  valeurs  des  fonctions  dérivées  suivant  at  et  j  ,  en  faisant 
,v  r=:  G  et  ^y  zzr  o.  Supposons  maintçnant  qu'on  ne  veuille  faire  ce 
développement  que  par  parties  ,  et  arrêtons  -  nous  d'abord  au  premier 
terme,  nous  ferons 

f(x,y)  =ff  .r  —  .^z,  y  —  yi)  -4-  P, 

P  étant  une  fonction  de  i  qui  devra  être  évidemment  nulle  lorsque 
^ —  o.  Pui.sque  la  quantité  i  peut  être  quelconque  ,  nous  pouvons  prendre 
l'équation  prime  relativement  à  i,  et  par  les  principes  et  la  notation  établis, 
il  est  facile  de  voir  que  la  fonction  prime  de  f  {  x  —  xz>y  — yzJ' 
prise  relativement  à  z  ,  sera  —  xf  (x  — .v^,  y  —  yi)  —  v/^  ( x  —  xi, 
y  — yz)  '  donc,  désignant  par  P'  la  fonction  prime  de  P ,  prise  aussi 
relativement  à  ^,  on  aura,  pour  la  détermination  de  P ,  l'équation  du 
premier  ordre 

P'  —  xf  (x  —  xz,  y  — yz)  -^yf,  (^  —  ^l' y  —  yz)- 

Considérons ,  en  second  lieu  ,  les  trois  premiers  termes  du  développement 
<\q  f  (x  ,y  ) ,  et  faisons 

f(x,y)=:f(x  —  xi,y yz)  -+-  xzf  ( ■■< >^Z' y yz)  -H 

yzf,(--<  —  ■''l'y — yz)-^Q.' 

Q  sera  une  fonction  de  z  >  ^"i  devra  ,  par  la  nature  même  de  cette 
équation,  devenir  nulle  lorsque  3  ==:  o.  A  cause  de  i'indéterminatioa 
de  z>  on  pourra  prendre  l'équation  prime  relativement  à  3;  et  désignant 
par  Q  la  fonction  prime  de  Q ,  on  trouvera ,  après  avoir  effacé  les  termes 
qui  se  détruisent  dans  l'équation  prime  ,  cette  équation  du  premier  ordre 
pour  la  détermination  de  Q  , 

(X  —  ^'zf  (^  —  ^i'  y  —  yi)  -+-  ^>^yii".(^  —  ^i-y  —yi) 


et  ainsi  de  sunc. 

'    Pour  déduire  de  ces  équations  les  valeurs  de  P ,  Q_,  Sec,  il  faudrait 
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chercher  les  fonctions  primitives  des  quantités  P  ,  Q ,  &c. ,  relativement 
à  2,  et  les  prendre  telles  qu'elles  soient  nulles  lorsque  i  z=z  o.  Mais  ,■ 
comme  nous  n'avons  pas  besoin  des  expressions  générales  de  ces  quantités , 
mais  seulement  de  leurs  valeurs  relatives  à  ^  rrr  i  ,  (|ue  même  il  suffit 
d'avoir  des  limites  de  ces  valeurs  ,  on  pourra  faire  usage  de  la  méthode 
du  n."  45?  ,  pour  parvenir  à  des  conclusions  semblables  à  celles  du  n."  51. 

Ainsi  ,  en  désignant  par  A  un  nombre  indéterminé  ,  ou  plutôt  inconnu, 
toujours  compris  entre  o  et  i  ,  et  qui  devra  être  par  tout  le  même  dans 
la  même  fonction  ,  mais  qui  pourra  être  différent  dans  les  différentes 
fonctions  ,  on  trouvera  les  expressions  suivantes  :     ' 

P  —  .f  (Kx,Xy)  -^  yf,(Xx,    Xy), 

a^{  [xT  ^A.v,  Xy)  -h-2xyf;  fXx,  XyJ-\-yY„  f^^->  Av^  ]  ; 

et  ainsi  des  autres. 

Donc ,  enfin ,  substituant  ces  valeurs  de  P,  Q.Sic.  dans  les  développemens 

deffx,  y)  ,  et   faisant   1  ^z   \  ,   o\\  aura  qqs  formules   générales    qui 

renferment  une  extension  du  théorème  du  n."  52. 

f(x,y)=f.-\-   xf  (XX,  Xy  )  -f-  yf^  (Xx,  Xy  J  ; 

—  /■  +  ^f'  -+-  >•/;  -4-  4-  /"  r  A.V,  Aj;,- 

-+-  Ufi  ^ A-V,  XyJ  H-  -^/:  ^A.r  ,  Xy  J  ; 

-  /  -H  -v/'  H-;/.  -H  -f  /."  -4-  .V  V/:  -f-  -f /„  ; 


.v 


-H  TT^rVA-v.  XyJ  -t-  -^/;7  A.v,  XyJ; 


-'■->''      r'    /^     .       ^         )       .  y' 


r=  &c. 
Donc,  si  l'on  a  la  fonction  ffx  -f-  i ,  y -^-  0  J  à  développer  suivant 
Jcs  puissances  de  /'  et  de  0  ,  il  n'y  aura  qu'à  mettre  /  et  0  à  la  place  de 
X  tl  y  dans  les  formules  précédentes  et  les  quantités  f-f'f.,,  &c. , 
deviendront /(^.v,  y)  ,  f  ( x ,  y  )  ,  f,  (  x  ,  y  )  ,  &c.  ,  où  les  fonctions 
dérivées  peuvent  être,  prises  relativement  à  a-  etj,  puisque  la  fonction 
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f  (  X  —f-  ; ,  y  -4-  0  )  est  telle  que  ses  dérivées  relativement  à  .v  et  y  sont 
ies  mêmes  que  les  dérivées  relativement  à  i  et  o.  Ainsi  on  aura 

/f.v  -\-  i ,  y  -\-   0  )  =z  f(x,  y)   -y-   i  f  (  x  -f-   -^^  y  -4-  ^o  J 
-+-  ^f,( ^  -f-  A/ ,  j   -f-  Aoy' ; 
=  f(x,y)-^  if  (x,   y)   -4-  of,(x,  y) 

f"  (  X  -H  >^i ,  y  -\-  "^0  )  -H  i  0  f[  (  X  -J-  A  / ,  ^  H-  Ao  ^ 


z 
2 


-^ T~  fJ'''  -H  Ai,  y  -4-  Ao  ;,• 

==  /^^-'  y)  -+-  '/V-vo'^  -+-  ^/r'-^-'  y) 

f"(x,yj  -H    ïof:(x,y)  -H    ^fj^.y) 
f"  (x-\-\t,y  -\-Xo  )  -^-^^-^—  f]  (x-\-\i,y~\-\o) 


2.3 


z  -  •  3 

=    &;c. 

La  quantité  \i  répond ,  comme  l'on  voit,  à  la  quantité  que  nous  avons 
désignée  par  j  dans  les  formules  employées  au  commencement  de  cette 
seconde  partie.  Nous  avons  préféré  l'expression  Kt,  parce  que  le  même 
coefficient  A  se  trouve  dans  la  quantité  Xo.  De  ces  formules  qu'il  serait 
maintenant  aisé  d'étendre  aux  fonctions  de  trois  ou  d'un  plus  grand 
nombre  de  variables,  on  peut  déduire  la  conclusion  suivante: 

Lors(jue  dans  le  développement  d'une  fonction  suivant  les  puissances 
et  les  produits  de  certaines  quantités,  on  veut  s'arrêter  aux  termes  d'un 
ordre  donné  ,  c'est  -  à  -  dire  ,  dans  lesquels  ces  quantités  forment  des 
dimensions  d'un  degré  égal  à  l'exposant  de  cet  ordre  ,  on  peut  supposer 
le  reste  du  développement  égal  aux  seuls  termes  de  l'ordre  suivant,  mais 
en  y  conservant  ces  mêmes  quantités  sous  les  fonctions,  et  les  multipliant 
loutes  par  un  coefficient  A  dont  la  valeur  sera  entre  les  limites  o  et  i  , 
et  qui  sera  la  même  dans  la  même  fonction ,  mais  qui  pourra  être  différente 
dans  les  différentes  fonctions. 
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148.  Nous  pouvons  maintenant  donner  aux  résultats  tie  l'analyse  du 
n.°  145  toute  la  rigueur  qu'on  peut  désirer;  pour  cela,  il  n'y  a  qu'à 
développer  la  fonction  f  (  x  ~\-  i ,  y  -\-  0  )  ,  en  s'arrctant  aux  termes  du 
premier  ordre,  on  aura  ( ti."  préc. ) 

f(  X  -\-  i,  y  -^  0  )   =i  f(x,y)   H-  î  f  { x ,  y  )  -h-  ofjx,  y) 

■a 

H /"  (x  -\r-  Xi ,  y  -\-  \o  )   H-   /  0/  (x  -H  A/' ,  ;•  -4-  \g  ) 

-H  -7-/,  (^.v  -f-  A/,  ;/   -H  Ao;,   .- 
et  la  valeur  de  la  distance  D  se  réduira  à 
D  =:  -^  /"  (x  -+-  Xi,  j  -\-Xo  )   -\-i  of'  (x  ~{~   \i,  y  -i-  \o  J 


f 

2 


■fjx  -4-  Xi,  y  -^  Xo  ). 


Pour  tout  autre  plan  représenté  par  l'équation  r  zzz  a.  -j—  dp  -\-  yq ^ 
et  ayant  le  même  point  commun  avec  l'autre  plan  et  la  surface,  cette 
distance ,  que  j'appellerai  A ,  contiendrait ,  outre  les  termes  préccdens  , 
encore  ceux-ci   du  premier  ordre  •     ,  ,  "    •  _;,   ,  ,1     ,;  '   .    , 

•     '  \.r  (^>y)  -  /3]  -H  0  U,(=<-y}  -  7]/ 

d'où  il  est  facile  de  conclure  qu'on  pourra  toujours  prendre  /  et  0  assez 
petits  pour  que  cette  distance  A  surpasse  la  distance  D.  Donc  il  sera 
impossible  que  ce  dernier  plan  puisse  passer  entre  la  surface  et  le  plan 
représenté  par  l'équation  r  z=.  a  -\-  bp  -{-  c  ^  ;  par  conséquent  celui-ci 
5era  tangent  de  la  surface  donnée,  en  faisant,  comme  dans  le  n.**  145  , 
^  ^=-1 —  -^'S'  —  yi,>  ^  ^=-  7!  '  <-'^=-Zi-  ^'on  l'on  voit  que  la  position 
du  plan  tangent  dépend  des   deux  fonctions  primes  3'  et  3^. 

En  effet ,  il  est  facile  de  trouver ,  d'après  l'équation  r  zzz  a  — |—  hp  -\-  ci, 
que  si  on  nomme  -x  l'inclinaison  du  plan  représenté  par  cette  équation 
sur  le  plan  des  coordonnées  /;  et  tj  ,  et  H  l'inclinaison  de  la  ligne  d'inter^ 
section  de  ces  deux  plans  à  l'axe  des  abscisses  p  ,  on  aura  l>  rr:  sin.  jS 
tang.  CL,  c  =z:  COS.   d  tang.  a,   d'où  l'on  tire  tang.  et  =  V  {  ù'^  -+-  c^  } 

et  tang.  /3  z^  — .  Donc  ,  puisque  les  axes  des  coordonnées  x,y ,  i  sont 
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les  mêmes  que  ceux  des  coordonnées  p,  q,  r ,  les  angles  a  etiS,  relative- 
ment au  plan  tangent ,  seront  pareillement  déterminés  par  ces  formules  : 

tang.  *  zir  V  ( t"  -V- il )  et  tang.  9>  —  ~-  . 

V/ 

140.  En  général,  1  •=.  f  (  x  ,  y  )  étant  l'équation  de  la  surface  pro- 
posée ,  et  /■  z:^  P  ( P •  1  )  ^^^^^  d'une  surface  donnée,  si  on  veut  que  ces 
deux  surfaces  aient  un  point  commun  qui  réponde  aux  coordonnées  x,y,  1, 
il  faudra  que  l'équation  r  ziz  F  (  p ,  q  )  ait  lieu  aussi  en  faisant/;  =  .v, 
q  zrr  y ,  r  =  1 ,  ce  qui  donnera  7  =  F  (  x ,  y  ).  Ensuite  ,  si  on  considère 
ies  points  des  deux  surfaces  qui  repondent  aux  mêmes  coordonnées  x  -f-  i 
et  y  -\-  0 ,  et  qu'on  nomme  D  la  distance  entre  l'un  et  l'autre,  c'est-à-dire, 
la  partie  de  l'ordonnée  perpendiculaire  qui  se  trouvera  comprise  entre  les 
deux  surfaces  ,  il  est  visible  qu'on  aura 

D  =z  f  f  x  -]-  i ,  y  -i-  0  J    —  F  f  x-{-  i ,  y  -{-  0  ). 

Développons  ces  deux  fonctions  par  les  formules  du  n.°  14.7  ,  en  nous 
arrêtant  d'abord  aux  termes  du  premier  ordre,  nous  aurons,  en  mettant 
Z ,  s'  et  ^,  à  la  place  de  f  (  x,  y  )  .  f  (  x  ,  y )  ,  f^  (x,  y) , 

D  =^i    [    ^    —    F'    (  X,  y  )    ]    ^  0    [z,-   F,   {  X,  y  )    ] 

-'t'  [  /"  (  ^  -^^''  y  -^  >^o)   F"  (x  -^  xi,  y   -H  Ao;  ] 

i  0     [  f'  (  X  -^-Xi,  y  -+-  Xo)  —  F'  (x  -H  A/,  j  -f-  Ao  y  ] 
-7-  [L   ^v^-A,^;^-  A.;    —  FJx  -H  Xi.  y-^Xo)]. 

Supposons  que  les  termes  multipliés  par  /'  et  par  0  disparaissent  ,  ce 
quia  lieu,  en  supposant  3'  z=z  F'  (  x,  y)  et  i,  z:z  F,  f  x,  y  )  ,  l'expression 
de  D  ne  contiendra  plus  cjiie  des  termes  d'un  ordre  supérieur  ;  et  il  est 
facile  de  prouver  qu'on  pourra  toujours  prendre  /  et  0  assez  petits  pour 
que  celte  valeur  de  D  devienne  moindre  ({ue  la  valeur  d'une  pareille 
quantité  pour  une  autre  surface  donnée  ,  dans  laquelle  les  termes  multi- 
pliés par  /'  et  par  0  ne  se  détruiraient  pas.  Donc  si  l'équation  /•  ==;  F ( p ,  q  ) 

de 
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de  la  surface  donnée  contient  trois  constantes  arbitraires  a ,  !> ,  c ,  Qi  qu'oa 
les  détermine  de  manière  à  satisiaire  aux  trois  équations 

Z  =  F  (s, y),   i  =L  F'  (s.  y),  z,  =  F,(x,y),       ' 

il  sera  impossible  qu'aucune  autre  stJrface  qui  ne  satisferait  pas  aux 
mêmes  conditions  ,  puisse  passer  entre  cette  même  surface  et  la  surface 
proposée  dont  les  coordonnées  sont  x ,  y ,   z- 

11  est  visible  que  les  trois  équations  précédentes  ne  sont  autre  chose 
que  l'équation  même  de  la  surface  donnée,  en  y  changeant  les  coordonnées 
p ,  q,  r  en  .v,  y,  z>  ^^  '^'^  deux  ccjuations  primes  de  celle-ci  prises  suivant 
X  et  suivant;'.  D'où  l'on  peut  conclure,  en  général,  que  si  F (p ,  q ,  r )  =r:  o 
est  l'équation  de  la  surface  donnée ,  les  trois  équations  dont  il  s'agit  seront 
renfermées  dans  celles-ci  F(x,  y,  z)  =  o>  F'  (x,  y ,  z)  ^^=^  °  ^t 
F,  (  X ,  y ,  z)  ^=^  o  >  ^''^  regardant  z  comme  fonction  de  .v  et  y  ;  de 
sorte  que  si  on  désigne  simplement  par  F'  (x) ,  F'  (y)  ,  F'  (z)  It's 
fonctions  primes  de  F  (  x,y  ,  z)  prises  relativement  ;\  .v,  y,  z  seuls, 
\es  deux  dernières  équations  deviendront  (  11."  ()  i  ) 

F'  (x)  -+-  z!  F'  (z)  =   o,   F'  (y)  -^  z.F'  (z)  =  o. 

150.  Reprenons  l'expression  générale  de  la  distance  D ,  et  développons 
les  deux  fonctions  qu'elle  contient,  en  poussant  le  développement  jusqu'aux 
secondes  dimensions  de  /  et  0  ;  si  on  suppose  que  les  trois  équations 
ci  -  dessus  aient  déjà  lieu  ,  on  aura  simplement 


^  =  -^  [€-f '"(■',)•)]  -t- '•"  [l'-f:  (>:.y) ] -H -f  [j,.-  F ,(.,,)  ] 


-  •  3  2  2  z .  X 

en  faisant,  pour  abréger, 

A"  =  f"  fx-{-M,y~\-  xo)  —  F'"  (x  -H  Xi, y  -^  xo ) 
A",    z=  /"    (x  -H  Xi,  y  H-  Xo)   —^   F';    (  X  -^  Xi,  y  -J-  Xo ) 

Si.C. 

Donc  ,  si  l'équation  r  :z=z  F  ( p  ,  q )  de  la  surface  donnée  est  telle  qu'on 
puisse  encore  satisfaire  aux  trois  équations  z  '^=-  F"  (x ,  y) ,  ^'  z=  F"^  (x,  y) , 
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^^^  zrz  F^Js,y  )  ,  les  termes  du  second  ordre  disparaîtront  aussi  dans 
l'expression  de  D  ,  et  on  prouvera  aisément  qu'il  sera  toujours  possible 
de  prendre  les  quantités  i  et  o  assez  petifes  jK)ur  que  la  distance  D  soit 
plus  petite  que  la  distance  A  pour  toute  auue  surface  donnée  qui  ne 
satisferait  pas  aux  mêmes  conditions  ;  d'où  il  suit  qu'il  sera  impossible 
que  cette  surface  passe  entre  la  surface  donnée  dont  l'équation  ^îl 
r  r=:  F  ( p  ,  q  )  ,  et  la  proposée  dont  l'équation  est  i  zzzf  (  x,  y  )  ;  et 
ainsi   de  suite. 

Si  on  représente  en  général  par  F  (  p,  q,  r  )  r=  o  l'équation 
de  la  surface  donnée  ,  il  est  visible  que  les  trois  dernières  équations  seront 
renfermées  dans  celles-ci  :  F"  (  x  ,  y ,  i)  zn:  o  ,  F^  (  x ,  y  ,i  )  ■:z^  o  et 
F ^  (  X ,  y  ,  i)  :zzz  o  ,  en  regardant  3  comme  fonction  de  x  et  y  ;  et  ainsi 
des  autres. 

On  pourra  donc  étendre  aux  surfaces  la  théorie  des  contacts  de  differenî 
ordres  que  nous  avons  exposée  relativement  aux  lignes  courbes,  et  en  déduire 
des  résultats  semblables.  Ainsi,  pour  le  contact  du  premier  ordre,  on  aura 
l'équation  F  (  x ,  y ,  1  )  =r  o  avec  ses  deux  équations  primes  suivant 
xety;  pour  le  contact  du  second  ordre,  on  aura  ,  outre  les  trois  équations 
précédentes  ,  les  trois  équations  secondes  de  F  ( x  ,  y ,  1)  zzz  o  suivant  a* , 
suivant  _y  ,  et  suivant  .v  et  y  ;  et  ainsi  de  suite. 

151.  Prenons,  pour  la  surface  donnée,  la  sphère  dont  l'équation  la 
plus  générale  est 

(p   _  a)-   -\-   (q  -  hr   -+-   (r  -  cy-   =  J-, 

p ,  q ,  r  étant  les  trois  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  sa  surface  . 
ti ,  b  ,  c  les  trois  coordonnées  qui  déterminent  la  position  du  centre ,  et  d  le 
demi -diamètre,  ou  le  rayon. 

En  changeant  dans  cette  équation  p  ,  q ,  r  ex\  x ,  y ,  1 ,  et  prenant 
cnsuiie  les  deux  équations  primes  suivant  .v  et  ^ ,  on  aura  ces  trois 
équations  : 

^v  —  w/  -^  (y  —  h)'-  -^  (Z  —  cT  -  d-  =  o, 
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par  lesquelles  on  pourra  déterminer  d'abord  les  trois  constantes  n,  h ,  c  ; 
on  trouvera  ainsi 

a  z=z  X  H— 
h  =1  y   -+- 


V 

(  I 

-H 

■  ) 

V 

(  I 

~^ 

!•/ 

) 

et  le  rayon  <■/  sera  encore  arbitraire. 

La  sphère  dctermince  par  ces  élcinens  sera  donc  tangente  de  la  surface, 
et  par  conséquent  son  rayon  sera  perpendiculaire  à  la  nicme  surface. 
Ainsi,  en  regai'dant  la  valeur  de  ce  rayon  comme  indéterminée,  les  trois 
quantités  a  ,  h ,  c  seront  les  coordonnées  de  la  perpendiculaire  à  la  surface, 
d  étant  variable,  et  x  ,y  ,  3  constantes. 

-152.  Pour  que  la  sphère  devienne  osculatrice  de  la  surface  ,  on  aura 
encore  trois  autres  équations ,  qui  seront  les  trois  équations  secondes  de  la 
première  équation  ci-dessus;  mais,  comme  il  ne  reste  plus  qu'une  arbitraire 
d ,  il  est  clair  qu'on  ne  pourra  pas  satisfaire  à  toutes  ces  équations;  d'où 
il  suit  qu'il  est  impossible  de  trouver  en  général  une  sphère  osculatrice 
d'une  surface ,  comme  on  trouve  le  cercle  osculateur  d'une  courbe. 

Si,  au  lieu  d'une  sphère,  on  voulait  employer  la  surface  formée  par 
la  rotation  d'un  arc  de  cercle  autour  de  sa  corde;  comme  on  aurait 
dans  l'équation  de  cette  surface  six  constantes  arbitraires ,  on  pourrait  alors 
déterminer  ces  élémens  de  manière  que  le  contact  du  second  ordre  eût 
lieu  en  général  avec  une  surface  quelconque.  11  en  serait  de  même  pour 
toute  autre  surface  dont  l'équation  renfermerait  au  moins  six  constantes 
arbitraires. 

153.  Mais  si  parmi  toutes  les  sphères  touchantes  il  ne  peut  y  en 
avoir  aucune  qui  devienne  proprement  osculatrice  de  la  surface,  on  peut 
néanmoins  déterminer  celle  qui  sera  osculatrice  d'une  courbe  quelconque 
tracée  sur  l;t  même  surface.  Pour  cela,  il  n'y  aura  ([u'à  supposer  j  fonction 
de  .V,  comme  dans  les  courbes  à  double  courbure,  et  prendre,  dans  cette 
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Iiypathcïe  ,    les  équatîojis  primes  et  secondes  de  l'équation   de  la  sphère 
^.v  —  a)'  H-  ,''■;■  —  i> )'  -^  (  l  —  O''  —  ^~'  =  o- 
L'équation  prime  sera 
.V  _   ^  _H  /   (y  —  b)   -I-   (Tl-^y'zJ    (z  —  c)=o, 

en  regardant  toujours  7  comme  fonction  de  .vet  j,  dont  les  deux  fonctions 
primes  sont  -;'  et  i^ ,  et  ensuite  y  comme  fonction  de  x ,  dont  /  est  la 
fonction  prime.  On  trouvera,  delà  même  manière,  cette  équation  seconde 

L'équation  prime  est  déjà  remplie  par  les  deux  équations  primes  du 
u.°  15  I  ,  A  —  ^  H-  s'  fl —  cj=^  o,y  —  /.-+-  3,^3  —  cj  =0. 
Ainsi  il  ne  reste  qu'à  satisfdre  à  l'équation  précédente  ,  laquelle  ,  à  cause 
de  y  —  /;  -f-  ô/  (^Z  —  '" ^  ^=^  °  »  ^^  réduit  à  celle-ci 

j  ^ y^ ^  f.' -i-y'zj'- -i- {z  -^ \y'z:-^y"zJ  (z  —  c)—o. 

Si  donc  on  substitue  dans  cette  équation  la  valeur  de  c  trouvée  ci-dessus 
/  //."  cité ) ,  on  en  pourra  tirer  la  valeur  de  li ,  et  l'on  aura 

[  I  H-  y^  -+-  fî  -^  y-i,r  ]  V  (i  -^  i^-  ^  ?;) 

ti    ' ;, ; — ,  , . • 

i   --t-  -  y  L  -^  y  i„ 
Connaissant  ainsi  le  rayon  r/  de  la  sphère  osculatrîce  ,  on  aura ,  par 
les  formules  du  même  numéro,  les  valeurs   des  coordonnées  n ,  b  ,  c  ilu 
centre. 

154.  La  quantité}''  qui  entre  dans  les  expressions  précédentes,  dépend 
de  ia  courbe  qui  est  la  projection  de  celle  qu'on  suppose  tracée  sur  la 
surface.  Cette  courbe  étant  arbitraire,  on  peut  chercher  celle  dans  laquelle 
le  rayon  de  courbure  c/ sera  un  viûximiiin  ou  un  tuininnim  ;  et  pour  cela, 
il  n'y  aura  qu'à  égaler  à  zéro  la  fonction  prime  de  l'expression  de  ^/ , 
regardée  comme  fonction  de  y'  (  //."  /jj  ).  Mais  ,  pour  simplifier  le 
calcul ,  ncHis  observerons  que  puisque  ^rr:  (  z  —  ''^  V  (  ^  H—  C  '~l~  C/"  /  ' 
le  indx\mum  ou  m'immum  de  d ,  relativement  à  y'  .  répondra  au  nids'imum 
ou    wiuiiruwi  de  l  ;  ainsi  il  n'y    aura  qu'à  prendre  l'équation  prime  de 
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i 'équation  ci-dessus  entre  c  et  v' ,  en  5upposant  nulie  iu  fonction  prime 
de  c ,  c'est-à-dire,  en  ne  regardant  que/  comme  variable.  On  aura  de 
cette  manière  l'équation 

y  -+-  ô  U  -H  y'iJ  -^  (i  -^  y'iJ  (i  —  c)  ~  o, 

qui ,  étant  combinée  avec  la  même  équation ,  servira  à  déterminer  y  et  c. 

Si  on  multiplie  cette  équation  par/  et  qu'on  la  retranche  de  l'équation 
dont  il  s'agit ,  on  aura  celle-ci  plus  simple 

X  -\-  î'-  -^  y' il,  -H  (z  -H  y'i)  (i  -  ^)  =  o, 

qu'on  combinera  avec  la  précédente. 

Par  l'élimination  de  i  —  c  on  aura  une  équation  en  y'  de  cette  forme  : 
A  y''   B\'  C  m  o  ,    en  faisant,  pour  abréger, 

^  ^^  (  ^  -^  i:  )  i  —  î i,i„ 
c  —  (  i  -\-  {'  )  i  —  îz,i  '  ■ 

et  la  résolution  de  cette  équation  donnera  •       .■ 

,   B  ^  V  f  B'  ^-  ^AC ) 

'      >    —  .- —7^  ' 

équation  du  premier  ordre  en  .y,  y  et  y' ,  puisque  3  étant,  par  la  nature 
de  la  surface  ,  une  fonction  donnée  de  x  ei  y,  les  quantités  A ,  B ,  C  seront 
aussi  des  fonctions  données  de  x  et  y.  Donc  l'équation  primitive  en  .v  et  y 
r-enfermera  une  constante  arbitraire,  et  représentera  une  infinité  de  courbes 
qui  seront  les  projections  des  lignes  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure 
de  la  surface  proposée. 

Si  on  combine  les  deux  équations  ci-dessus  de  manière  à  faire  disparaître 
les  termes  où  /  et  ^  - —  c  se  trouvent  ensemble,  on  en  tirera 


Donc  ,  substituant  la  valeur  de  y'',  et  faisant  de  plus 

E  —  (  i  ~\-  i^  )  i„  -V-  (  \   -(-  il  )  ï  -+-  ii,i>   . 
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E  ±   V  (  B'  -i~  A.AC  )  ,      , 

on   aura   z  —  c  z=z  -L- 1^ L.  .  et  Je -là 

^  (Z   Z„  —  L'J 
A  :=zz        r  ^  ±   y^  rpy  -^  ^.AC)   ]    V  fx   -+-  (^  ^  ;/; 

^  (  i  i„  -  C  ) 

J'où  l'on  voit  que  les  deux  valeurs  du  radical  donnent,  l'une  le  max'imum'i 
et  l'autre  le  miiùmum  du  rayon  d. 

Il  y  a  donc  ,  à  chaque  point  de  la  surface,  deux,branches  qui  se  coupent 
et  qui  repondent,  l'une  à  une  ligne  de  plus  grande,  et  l'autre  à  une  ligne 
de  moindre  courbure;  et  l'angle  sous  lequel  elles  se  coupent,  dépend  de 
la  double  valeur  de  la  quantité  y ,  qui  est  égale  à  la  tangente  de  l'angle 
formé  par  la  tangente  de  la  courbe  de  projection  sur  le  plan  des  .v  et  y 
avec  Taxe  fixe  des  .v.  Or ,  comme  la  position  de  ce  plan  est  arbitraire , 
on  peut  la  prendre  de  manière  qu'il  coïncide  avec  le  plan  tangent  de  la 
surface  ,  alors  la  projection  de  la  courbe  se  confondra  avec  la  courbe 
même ,  et  les  deux  valeurs  de  y'  deviendront  les  tangentes  à&s  angles  que 
les  tangentes  à^s  deux  branches  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure  feront 
avec  une  même  ligne  ;  par  conséquent  la  différence  de  ces  angles  sera 
l'angle  cherché  sous  lequel  ces  branches  se  coupent;  donc ,  nommant  a  et/3 
les  deux  valeurs  àc  y' ,  la  tangente  de   cet  angle  sera,  par  les  formules 

coiuiues, r^    : .    Mais  il  est  tacile  de  voir, 

I    -(-    a  /S  A    —    L 

par  les  formules  du  n.°  148  ,  que,  pour  que  le  plan  tangent  d'une  surface 
coïncide  avec  le  plan  àes  x  et  y ,  il  faut  que  les  valeurs  de  3'  et  i^  soient 
nulles.  Faisant  donc  dans  les  expressions  àti  A,  B ,  C,  i'  z:zz  o ,  3,  =z  o  , 
on  aura  A  :rr  3' ,  B  =:=  i^^  —  Z  >  C  rz:  3^  ,  ce  qui  donne  A  —  C  z=  o. 
Ainsi  la  tangente  de  l'angle  dont  il  s'agit  sera  infinie  ,  et  par  conséquent 
i'angle  sera  droit.  D'où  l'on  doit  conclure,  en  général,  que  les  lij'nes  de 
plus  grande  et  de  moindre  courbure  d'une  surface  quelconque  se  coupent 
toujours  à  angles  droits. 

155.  La  propriété  du  maximum  et  du  minimum  n'est  pas  la  seule  qui 
caractérise  ces  lignes  ,  elles  sont  encore  distinguées  par  rapport  à  leurs 
développées.  En  effet ,  si  on  cherche  les  conditions  nécessaires  pour  que 
fe  rayon  de  courbure  soit  par  tout  tangent  à  la  courbe  des  centres ,  on 
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trouvera  ,  par  des  considérations  semblables  à  celles  du  n."  142  ,  appliquccs 
aux  expressions  des  coordonnées  ^i ,  ù ,  c  de  cène  courbe  ^ //."  /ji  J  ; 
que  ces  conditions  se  réduisent  -3  ce  que  les  valeurs  des  fonctions  primes 
a' ,  y  ,  c  soient  les  mêmes,  soit  que  la  quantité  <-/  soit  seule  variable, 
ou  que  ies  quantités  .v,  y ,  ^  varient  en  même  temps  que  <-/.  Ainsi,  si  on 
prend  les  équations  primes  des  trois  équations  (  x  —  a )'  -\- ( y  —  b  )' 
-H  (l  —  c)'-  =  <r- ,  X  — rt  -i-  sYz  —  rJ=zo,y  —  />-{-z^{z  —  cJz=:o, 
,jiu  n."  151.  d'où  dépendent  les  valeurs  ^,  b ,  c ,  il  faudra  que  la  partie 
due  à  la  seule  variation  de  x  ,  y,  1  ^^it  nulle.  Or,  il  est  visible  que 
ia  seconde  et  la  troisième  équation  rendent  nulle  cette  partie  dans  l'équation 
prime  de  la  première  équation;  donc  il  sul]u\i  de  prendre  les  équations 
primes  des  équations  .v  —  û  —h  ^'  (1  —  c )  z=i  o  ,  y  —  b  ~|—  1,  (z  —  c)  z=  o  , 
en  regardant  b  et  c  comme  constantes.  Ces  équations  seront  donc  ,  en 
regardant,  comme  ci-dessus  ( n."  ijjj,  y  comme  fonction  de  .v,  et  -^ 
comme  fonction   de  .v  et  j,  ,       ... 

I   -H  t'    H-  y'zlz,  -H  (l    -f-  y'zj   (z  -  <■■)  =  o; 
'     •     Z^Z!  -H-  /  Z>      -^  (t   -l-  /  Z„)   (z  —  ^-J   =   o; 


ci  si  on  les  compare  aux  à^wx  équations  du  n."   154,   qui  (.léicrmincnt 

Je  maximum  et  le  minimum  de  <-/ ,  on  voit  qu'elles  sont  identiquement  les 

mêmes.  D'où  il  suit  que  les  lignes  suivant  lesquelles  le  rayon  de  courbure 

sera  tangent  de  la  courbe  des  centres  ,   sont  les   mêmes  que  celles  de  la 

plus  grande  ou  de  la  moindre  courbure. 

Mais  les  expressions  de  ci ,  b  ,  c  du   n.°   151    donnent,   en  ne  fliisant 

/        /                        '^'  î  7,  <^'  z 

varier  que  ù',    a  iz^  -— ,^ — -  ,   /»'  r= 


]' 

c'  =  —— '—r^ — -  ;  d'où  l'on  tire  <-/"  -j-  h'-  -\-  c''  z=.  d''-  ,Qi 

V   (  \    -(-    j  ^   -+-    j;  ; 

par  conséquent  d'  zrz  /  (a"'  -|-  //*  -f-  t"  )  ;  d'où  l'on  conclura 
(  II."  I  ^^  )  que  la  quantité  d  sera  égale  à  l'arc  de  la  courbe  dont  n ,  b  ,  e  ■ 
sont  les  coordonnées.  Ainsi  cette  courbe  sera  la  véritable  développée  des 
lignes  de  plus  graiide  et  de  moindre  courbure,  et  réciproquement  il  n'y  aura 
sur  une  surface  quelconque  que  ces  lignes  qui  puissent  avoir  luie  déve- 
loppée lormée  par  ies  rayons  de  courbure. 
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Ces  propriétés  des  surfaces  sont  très-curieuses,  et  méritent  toute  l'attention 
des  géomètres;  elles  donnent  lieu  sur-tout  à  des  applications  importantes 
pour  les  arts.  Voyez  les  Mémoires  présentés  à  l'Académie  des  Sciences , 
et  F  Application  de  l'analyse  à  la  génération  des  surfaces  courbes ,  par  Monge. 

1^6.  On  peut  proposer  sur  les  difFérens  contacts  des  surfaces  des 
problèmes  analogues  à  ceux  qui  nous  ont  occupés ,  relativement  aux 
Jiirnes  courbes  ( nf  1 22  et  suivans )  ,  et  les  résoudre  par  des  principes 
semblables.  Nous  nous  contenterons  ici  de  considérer  les  contacts  du 
premier  ordre. 

Suivant  les  formules  du  n.°  150,  si  l'équation  F(p,  q,  r)  =  o, 
de  la  surface  donnée ,  contient  trois  constantes  arbitraires  a ,  h  ,  c ,  pour 
que  cette  surface  ait  un  contact  du  premier  ordre  avec  une  surface 
quelconque  rapportée  aux  coordonnées  x  ,  y  ,  1  ,  il  faut  déterminer 
a,  h,  c,  en  .v  ,  y,  1,  par  les  trois  équations  F  (x,  y,  1)  m  o, 
F'  ( s ,  y.  z)  — —  °  >  ^ I  ( ^ '  y  '  z)  ^^  °  '  dont  les  dtux  dernières  se 
réduisent  à  la  forme  t  '  (x)  -H  i  F'  (i)  ^=10,  et  F'  (y)  H-  Z,  F'  (z)  =  o. 
Donc ,  si  la  question  est  de  trouver  la  surface  pour  laquelle  les  trois 
élémens  du  contact  a,  h,  c,  auront  entr'eux  une  relatioir  déterminée,  il 
faudra  substituer ,  dans  l'équation  qui  exprime  cette  relation ,  les  valeurs 
de  a,  h,  c,  et  si  cette  équation  est  entre  les  quantités  a ,  b ,  c  et  .v,  y ,  z, 
on  aura  une  équation  du  premier  ordre  en  .v,  y ,  Z'  t  ^^  Zi.>  ^^'o'i  pourra 
traiter  par  la  méthode  générale  du  n."   104. 

Mais  si  l'équation  dont  il  s'agit  n'était  qu'entre  les  trois  quantités 
a,  b,  c ,  la  solution  du  problème  serait  beaucoup  plus  simple;.  En  effet, 
il  est  clair  qu'on  peut  alors  supposer  que  les  quantités  a,  b,  c  soient 
constantes  ;  et  dans  ce  cas  l'équation  /'  (x ,  y ,  z)  ^=-  o  sera  l'équation 
primitive  de  l'équation  du  premier  ordre  donnée  par  les  conditions  tlu 
problème,  en  y  substituant  pour  une  des  trois  constantes  a,  b.  c,  sa 
valeur  tirée  de  l'équation  donnée;  on  aura  ainsi  une  équation  primitive 
qui  ne  sera  que  particulière;  mais  comme  elle  renferme  deux  constantes 
arbitraires,  on  pourra,  par  la  méthode  du  n.°  ^5,  trouver  l'équation 
primitive  générale  (pii  donnera  la  solution  complète  du  problème. 
On  fera   donc  ,   suivant  cette  méthode,   b  z^  ^  a,  s\  a  et  b  sont  les 

deux 
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deux  constantes,  arbitraires  ;  on  éliminera  a  au  moyen  de  l'équation 
F  fx ,  y ,  i  )  :z:z:  o  et  de  son  équation  prime,  prise  relativement  à  la 
seule  quantité  (3,  équation  représentée  par  F'  (a)  -f-  tp'  a  x  F'  (h)  rzr:  o  , 
en  dénotant  par.  F'  (a)  et  F'^(b)  ies  fonctions  primes  de  F  (x,  y,  7/ 
relativement  aux  variables  i-solées  a  et  b,    ■.    Mîi  ; 

157.  Pour  voir  comment  le  système  de  ces  deux  équations  satisHiit 
au  problème,  on  observera  d'abord  que  l'équation  F  (x,  y,  1)  z=  o, 
représente  la  courbe  donnée  avec  laquelle  la  proposée  doit  avoir  un  contact 
du  premier  ordre;  ainsi  cette  équation  résout  le  problème,  quelles  que 
soient  ies  constantes  arbitraires  ^;  et  b.  Mais  comme  le  contact  demandé 
par  le  problème ,  exige  seulement  que  les  valeurs  de  1  et  de  ses  deux 
fonctions  primes  2'  et  1^  soient  les  mêmes  pour  les  deux  courbes ,  il  s'en- 
suit qu'il  aura  également  lieu  en  supposant  a  et  h  variables,  pourvu  que 
ces  fonctions  primes  soient  encore  les  mêmes.  Or,  c'est  précisément  ce 
qui  résulte  du  système  des  deux  équations  dont  il  s'agit ,  comme  on  peut 
.s'en  convaincre  par  le  n.°  55.  ,  '•      , 

Nous  observerons  ensuite  que  la  surface  représentée  par  le  système 
de  ces  équations ,  ne  sera  autre  chose  que  la  surface  formée  par  l'inter- 
section continuelle  des  surfaces  représentées  par  la  même  équation 
F  (  x ,  y ,  1;  r=  o,  en  y  faisant  varier  le  paramètre  a  ;  de  manière  que 
cette  surface  touchera  ou  enveloppera  à  la  fois  toutes  ces  différentes 
surfaces  particulières.  En  effet,  si  on  représente ,  ce  qui  est  permis,  cette 
surface  enveloppante,  par  l'équation  F  ( x  ,  y  ,  1)  zzz  o  ,  dans 
laquelle  a  soit  ime  quantité  variable  quelconque ,  et  qu'on  cherche  à 
déterminer  cette  quantité,  de  manière  que  la  même  surface  touche  suc- 
cessivement toutes  les  surfaces  données ,  il  faudra  satisfaire  à  l'équation 
/''  (^«r;/— 1—  ç'  a  X  F'  (b)  nr  G  pour  que  les  valeurs  de  -^  et  i^  soient 
ies  mêmes  que  celles  des  surfaces  enveloppées.  Ceci  répond  à  ce  qu'on 
a  trouvé  plus  haut  (  n°  1 2.6 ) ,  relativement  aux  lignes  courbes.      .  ,• 

158.  Puisque  l'équation  F  ( x ,  y ,  1)  rr:  o  renferme  les  trois  arbi- 
traires a ,  b  ,  c  qui  doivent  être  déterminées  par  la  combinaison  de  cette 
cquation  avec  se^  deux  équations  primes   prises    relativement  à  .y  et  / , 

Aa 
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en. , regàrtîant  û,  h,  c  coœme  constantes  (  ij.°'  i ^ 6 )  ;  si  on  regarde 
maintenant  ces  quantités  comme  des.  fonctions  de  .v  et  ^ ,  ii  est  clair  qu'on 
aura  aussi  séparément  les  deux  équations  primes  de  la  même  équation 
relativeméiit  à.  ois  quantités'.  Ainsi,  en^dé^signant  par  F'  (a)  ,  F'  (h)  , 
F'  (  c  )  les  fonctions  primes  de  la  fonction  F  (x,  y,  i)  prises  relative- 
ment aux  seules  quantités  û,  h,  c  considérées  séparément,  on  aura  encore  ces 
deux  équations  primes 

,  •    -    -       a'   F'    (a)   -\-   U   F'   (h)   -H   c'   F'    (c)   —   o, 

''^:   F^pJ   -H   l'.   r'\(b):-\-   c,    F'    (c)   =   o. 

;jSpitir  ■=.•  f  (  a  ,  h)  l'équatiqu  qui  exprime  la  relation -donnée  entre 
les  quanti;'  a,  h,  c ,  en  prenant  de  même  les  deux  équations  primes, 
ou  aura  :■;  -'^ 

^:S,-»,,;r  r,   —.a^j!   (a)   -H   h,f   (b), 

f'  (  a  )  et  /'  (h)  étant  les  deux  fôiictions  primes  <\q- f  ( n ,  h)  prises 
relativement  à  <-/  et  h  isolées.  Substituant  ces  valeurs  de  c'  et  c^  dans  les 
deux  équations  précédentes  ,  on  aura 

a'  \P  (a)  -H/  (a)  X  F'  ic)\  -+-  U{F'  (h)  -+-/'  (h)  X  F'{c}\—  o  , 

d'où  l'oii  tire  cette  équation  a'  hy ,-~—  h'  -^y  ziz.  o,  où  la  fonction 
désignée  par  Ja  caractéristique  /  n'entre  plus. 

Si  donc  on  subs,titiie  dans  cette  équation  a'  h^  —  //  a^  =  o  les 
valeurs  de  a,  b.  en  :x ,' y ,  i,  ■^  et  -^j',  ion  aura  une  équation  du  second 
ordre,  dont  l'équation  primitive' du 'pnemier' ordre  sera  cz=zf  (a,b) ,  la 
fonction  désignée  par  /  étant  arbitraire  ;  et  l'éqiiation  pri^nitive  de  celle-ci 
entre  s,  y,  i  sera  le  système  de  l'équation  /•'  (x ,  y ,  i)  z:=  o,  et  de 
so!i  équation  prime  iprise  relativement  à  à,  après  y  avoir  substitlié 
/Y<7,  b)  pour  c ,  et  î  a  pour  b,  la  fonction^  ^  étant  ïô  seconde  fonction 
arbitraire.  Ainsi  on  pourra  ,  de  cette  manière  ,  trouver  l'équation 
primiiive  de  toute  cquatrcm  du  second  ordre  réductible  à -la  forme 
a'  b  —  //  iJi  =  o  ,  les  quantités  a ,  b  étant  déduites  d'une  équation 
quelconque    F   (s,,  y,    i,    a,    b,    c)    r=z     o,    entre    les    quantités 
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x .  y ,  7,  n,  h,  c,  et  de  .ses  deux  cqiialioiis  primes  prises  dans  i'hypo-r 
thèse  de  a,  h,  c  constantes;  ce  cjui  fournit  une  incthode  importante 
pour  \ts  progrès  de  l'analyse  inverse  àii^  fonctions  de  deux  variables. 

I  jp.  Appliquons  la  théorie  précédente  aux  plans  taiiL;cns.  Nous  avons 
trouvé  plus  haut  ,  que  les  élémcns  a  ,  h  ,  c  du  contact  d'ini  pian 
représenté   par   l'équaiion   /■  nr  a  -\-  i> p  —H  ^^  sont    exprimés   ainsi  : 

a  ^zz  i  xi'  y  1, ,  /'  :;^  -' ,  (-  zir:  7,.   Donc  si  l'on  a  luie  équation 

quelconque  entre  ces  trois  quantités,  laquelle  donne,  par  exemple, 
cz=f  fa,  l>  J  ,  l'équaiion  primitive  de  celte  équation  du  premier 
ordre  sera  représentée  par  le   système  de  ces  deux  équations,  /■ 

Z    —    ^/   H-   -v   (p   <ï  H-  )'  f  fa,   (p   iij,  ■    ■'■■      >■    "-■''■■'■ 

I    -H   X   qJ,  a   -\-  y  f  f  (i)'   z=i   Q  y 

en  dénotant  par  <p' ^  et  f  f  (i  /  les  fondions  primes  de  cp  <?  et  de 
ffd,  Ça)  relatives  à  a.  La  quantité  a  devra  cire  éliminée  pour  avoir 
ime  équation  en  x,y  ,  i:  ^i-  ^^  fonction  (prt  sera  la  fonction  arl)Ilraire. 
Cette  équation  sera  donc  celle  de  la  surface  formée  par  l'in- 
tersection continuelle  de  tous  les  plans  représentés  par  l'équation 
1  :=z  a  H—  X  (p  a  -\-  y  f  fa,  Ça)  ,  en  faisant  varier  successivement  le 
paramètres  f n."  Jjy);  ce  sera  par  conséquent  une  surface  dévelop- 
pablc ,  puisqu'on  peut  concevoir  que  le  même  plan  ta^ic;ent  ,  supposé 
flexible  et  inextensible  ,  s'applique  et  se  plie  sur  la  surface  ,  sans 
dujilicature  ni  solution  de  continuité  ,  et  réciproquement  que  la  surface 
s'applique  et  se  développe  sur  le  même  plan  sans  se  briser  ou  se  replier. 

Puisque  ^/  z=: a"  ^' yi^,  et  b  =z  i',  ou  au  l'a  a'  =: .v  f  —  ;■  z] , 

a,  =z .V  i'^ y  i^^  ,h'  =:i  ,  h^  z=z  z!,  -  àmvc  l'équation  .-/  l>^ a,  l>  =  o 

(n."  préc.)   deviendra  f  x  i'  -^  yi,)  t  (^t  "^  >' c  J    S"   =    ^\ 

savoir,  -^f  —  ^"  z,,^^^  '^-  ^^  ^'-'''^^  l'équation  générale  i\<is  surfaces  tléve- 
ioppables  ,  dont  par  conséquent  l'équation  prin-«ili\e  sera  le  sysième  de 
ces  deux-ci  ,  z  ^=-  a  -\-  x  (p  a  -f-  y  fa  ,  et  i  -+-  x  ç'  a  -t-  y  j'  a  z^  o  , 
Ç  a  et  fa  dénotant  deux  fonctions  arbitraires  de  a.  ^'oycz  les  ouvrages 
déjà  cités  fii".  f  f  y). 

I  6o.   Si  on  demande  les  plus  grandes   ou  les   inolndres  ordonnées  i 

Aa    2 
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d'une  surface  donnée  ,  il  est  aisé  de  concevoir  qu'elles  ne  peuvent 
répondre  qu'aux  points  où  le  plan  tangent  devient  parallèle  au  plan  des 
X  et  y;  donc  on  aura  dans  ces  points,  tang.  a.  z^  o  ,  et  par  conséquent 
Z''^  H—  2/  =^  o  (if.  I ^8 )  ;  ce  qni  ne'peut  avoir  lieu  qu'en  faisant 
h  la  fois  ^'  ^iz  o  et  i^  =  o.  Ce  sont-là  les  conditions  nécessaires  pour 
que  l'ordonnée  3  devienne  un  maximum  ou  un  minimum. 

Puisque  1  peut  représenter  une  fonction  quelconque  de  x  et  ^  ,  on  en 
conclura  en  général,  que  pour  qu'ime  fonction  de  deux  variables  devienne 
un  maximum  ou  minimum  ,  il  faut  que  ses  deux  fonctions  primes  relatives 
à  chacune  de  ces  variables  ,  soient  nidies. 

Mais  on  peut  parvenir  directement  à  cette  conclusion  par  la  considé- 
ration des  fonctions  d'une  seule  variable ,  suivant  la  théorie  du  n.°  132, 
et  trouver  en  même  temps  les  conditions  nécessaires  pour  que  le  maximum 
ou  mi/iimum  ait  lieu.  En  effet,  j  étant  fonction  de  x  etj,  on  peut  supposer 
d'abord  .v  donné,  et  chercher  le  maximum  ou  minimum  de  1  relativement 
h.  y  ;  on  aura  pour  cela  i'équation  2/  ^^^  o  ,  et  ensuite  ^^^  <  o  pour  le 
maximum  et  >  o  pour  le  minimum.  Si  donc  on  substitue  dans  1  la  valeur 
de  y  tirée  de  l'équation  1^  :z=  o  ,  cette  quantité  1  deviendra  une  simple 
fonction  de  .v,  et  sera  déjà  un  maximum  ou  minimum  relativement  à  y.  Il 
n'y  aiu'a  donc  qu'à  la  rendre  encore  un  maximum  ou  minimum  relativement 
à  la  quantité  .v  qui  avait  été  supposée  constante  ;  or  y  devant  maintenant 
être  regardé  comme  une  fonction  de  .v  donnée  par  l'équation  1^  zzr  o ,  il 
est  clair  que  la  fonction  prime  de  1  relativement  à  .v  ne  sera  pas  simplement 
2',  mais  3'  —H-  y'  Zi  »  ^^  ^^  fonction  seconde  relative  aussi  à  .v,  >sera 
:^"  —I—  2  y'  ^'  -+-  y''  z„  -+~  /'  Zt>  ^'^  désignant  toujours  par  y  et  y"  ,  les 
fonctions  primes  et  secondes  de  y  relativement  à  x.  On  ain^a  donc 
•^  —\-  y'  z,  :=^  o  ;  et  comme  on  a  déjà  z,  ■^^^=  o  >  cette  seconde  équation 
se  réduira  à  ^'  z=:  o.  De  sorte  qu'on  aura  poiu-  la  détermination  de  x 
et  y  ,  les  deux  conditions    ^'  zz=.  o,   Zi  ^^^  o>  conune  plus  haïu. 

Maintenant  il  faudra  de  plus  que  l'on  ait  z  H—  ^/Zi-^}'"'  Zi,~^y"  c/  <  o 
pour  le  maximum  et  >  o  jioin-  le  7uinimum  ;  mais  connne  y  doit  être 
déterminé    par   l'équation   Zi  ^^^   o  ,  y  le  sera  par   son  équation  prime 

^  -t-  y'  Zu'^^^  ^  >  laquelle  dojxne  y'  zzz ^— .  Ainsi  on  aura  pour  le 
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mdsimitm  ^" — <  o  ,  et  pour  le  minimum  ^" '- — >  o  ,  ou  bien. 
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puisque  3^^  doit  être  aussi  <  o  dans  le  premier  cas,  et  >  o  dans  le  second, 
il  faudra  que  l'on  ait ,  tant  pour  le  maximum  que  pour  le  minimum , 
2"  2  —  i'/'  >  o.  D'où  l'on  peut  conclure  que  les  valeurs  de  .v  et  y  tirées 
des  équations  ^'  zrz  o  et  i^  =r:  o  ,  donneront  un  maximum  ou  un  minimum , 
suivant  que  l'on  aura  2,,  <   ou  >  o  ,   pourvu  que  Ion  ait  en  même  temps 

2"  2^^  2',' >   o  ,  ce  qui  emporte,   comme   l'on   voit,  la  condition  que 

2"  et  3,,  soient  de  même   signe. 

Donc,  si  i    1    2';'  =^  ou  <  o  ,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum, 

à  moins  que  les  fonctions  tierces  ne  disparaissent  aussi ,  auquel  cas  le 
jugement  dépendra  des  fonctions  quartes ,   et  ainsi  de  suite. 

Il  ne  suffit  donc  pas  pour  l'existence  du  maximum  ou  minimum,  que  l'on 
ait  3"  <  o  et  ^  <  o  ou  ^"  >  o  et  ^ ,  >  o  .comme  on  pourrait  le  conclure 
du  chap.  XI  de  la  seconde  partie  du  Calcul  différentiel  iïEuler. 

161.  Il  est  facile  d'appliquer  la  méthode  précédente  aux  fonctions 
de  trois  variables.  Supposons  que  u  soit  fonction  des  variables  x,  y ,  1; 
regardant  d'abord  .y  et  j  comme  constantes,  et  1  seul  comme  variable, 
on  aura,  suivant  la  notation  déjà  adoptée  (  n.°  lo^J,  ;«  =  o  pour  la 
condition  du  maximum  ou  minimum,  et  ensuite  ji  <  o  pour  le  maximum 
et  ji  >  o  pour  le  minimum.  L'équation  ^u  zrr  o  donnera  la  valeur  de  1 
en  .V  et  y ,  qu'on  substituera  ou  qu'on  supposera  substituée  dans  la 
fonction  u ,  moyennant  quoi  cette  fonction  ne  contenant  plus  que  les 
deux  variables  .v  et^,  retombera  dans  le  cas  que  nous  venons  de  résoudre. 

Pour  construire  des  formules  générales  , .  on  remarquera  que  si  u 
n'était  qu'une  fonction  de  .v  et  j,  on  aurait  pour  le  maximum  et  minimum 
les  conditions  u'  -zrz  o  et  u^  :=  o  ;  ensuite  pour  le  maximum  u^^  <  o  et 
pour  le  minimum  u>  o  ,  et  enfin  u"  u^^  —  z^'/  >  o  pour  les  deux  cas. 
Alais  puisque  u  contient  de  plus  1  qui  est  elle  inêine  une  fonction  de 
X  et  y  ,  les  valeurs  des  fonctions  désignées  par  //' ,  u^ ,  u"  ,  &.c.  ,  ne  seront 
pas  simplement  exprimées  par  ces  quantités,  mais  il  y  faudra  ajouter  les 
termes  qui  doivent  provenir  de  la  quantité  1  regardée  comme  fonction 
de  x  et  y.  Ainsi ,  en  prenant  les  lonciions  prijnes  et  secondes  de  u ,  on 
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trouvera  que  la  quantité  u  devient  h'  —H//  3' ,  que  ia  quantité  ii^  devient 
u^  —H  ;u  7^1 ,  que  la  quantité  u"  Jevient  u"  -+-  2  //  i'  -+-  ,u  7"  -\-  u  ^'" , 
que  la  quantité  u^^  devient  «,  -f-  2  //^  1,  -+-  //  3,,  -+-  ,//  7,' ,  et  que  la 
quantité  u\  devient  u',    +  ^u,  z'  -+-  /  Z/' -^  /"  z''  -+-  „"l'Zr 

Donc     on    aura   d'abord   pour   le   tiuiximum   ou    minimum  ,    les    deux 

conditions  ;/  -\-  ,u  t  =  o  ,  u,  H-  ,n  l,  ■=^  o  ;  de  sorte  qu'à  cause  de 

u  'z=.  o  ,   on    aura  ces  trois   équations  u'  z=z  o  ,   11^  nz  o   et  ^«  ::zz  o  ; 

c'est-à-dire,  les  trois  fonctions  primes  de  u  relatives  à  x,  y,  i,  chacune 

cirale   à  zéro.  .  .  - 

Ensuite,  à  cause  de  //  rr:  o  ,  on  aura  «^,  -+-  2  //^  3^  -H  ,// 3/   <  o 
pour  le  maximum  et  >  o  pour  le  min'riium ,   et  pour  l'un  et  l'autre , 

(u     ^-   2    //  3'   -H   „«  3'V    (^«„  H-   2  /';  Z/   -H   „«  Z^') 

>  (W,  --H  //;  c'  -H  ,«'  2;  -4-  ,«  c'  C/y*  '• 

Mais  comme  la  valeur  de  3  en  .v  et  y  dépend  de  l'équation  fl  ■=.  o  , 

on  prendra  ses  deux  équations  primes  suivant  a"  et  y ,  pour  avoir  les  valeurs 

de  z!  et  de  i^  ;  on  aura  donc  //  -\-    u  7J  ^z  o   et  ,w^  -+--  „«  7^  inr  o  ; 

d'où  l'on  tire  7'  ::=  —  -^ — ,   et  7,  =  — ^ ^-^-.    On   substituera  donc 

ces  valeurs ,  et  comme  l'on  a  déjà  trouvé  jt  <  o  pour  le  maximum  et  >  o 
pour  le  mifiimuni ,  en  multipliant  la  première  condition  par  ji ,  on  aura 
ime  quantité  qui  devra  toujours  être  >  o.  Donc  les  conditions  pour 
le  maximum  ou  minimum  se  réduiront  à  ces  trois  -  ci 

^u  <  o  pour   le  maximum  et  >  o  pour  le  minimum , 

(n  u    —  ,ir-)    (  ,ii  «„  —  ,u;  )  >  (  „u  u]  —  /  ,uj\ 

On  voit  par  la  marche  de  cette  méthode,  comment  elle  peut  s'étendre 
à  un  plus  grand  nombre  de  variables,  et  on  en  peut  d'abord  conclure  eu 
générai  ,  cuie  l'on  aura  les  équations  du  maximum  ou  minimum  d'une 
fonction  quelconque  de  plusieurs  variables,  en  égalant  à  zéro  les  fonctions 
primtj  de  cette  fonction,  prises  relativement  à  chacune  de  ces  variables; 
ce  qui  doimera  autant  d'équations  que  de  variables,  A  l'égard  des  autres 
coudiiions  nécessaires  pour  l'existence  du  maximum  ou  minimum ,  on  les 
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trouvera  siiccessivemenf»  par  les  principes  et  les  formules  que  nous  venons 
d'exposer. 

i<j2.  Pour  donner  un  exernjile  de  la  mcthoJe  (Je  timx'imis  et  min'im'is , 
supposons  qu'on  demande  la  plus  courte  d'stance  entre  deux  lignes  droites 
données  de  position  dans  l'espace.  Soitp'-ur  l'une  des  droites  l'abscisse  ,y, 
ies  deux  ordonnées  seront  de  la  foriiie  h  —H  l>.\  et  c  —H  d >:  ;  soit  pareil- 
lement pour  l'autre  droite  l'abscisse  j  prise  sur  le  mcme  axe,  les  deux 
orJonnées  rapportées  aussi  aux  mêmes  axes  que  celles  de  la  première 
droite  seront  de  la  forme  A  -+-  B y ,  et  C  -|—  D y  ;  donc ,  le  carré  de 
la  distance  entre  les  deux  points  qui  répondent  aux  abscisses  x  et  y  ,  sera 
exprimé  par  cette  formule  , 

^.v ;./  -j^(a A-+-  hx  —  Byy--^(c Ch-  dx Dy)\ 

que  nous  ferons,  pour  plus  tie  simplicité  ,  égale  .12^.  .>       .-  . 

^w  prenant  les  foiiciious  dérivées,  on  aura  .;..•  '•: 

^'=         :,^y)-^h(a  —  A-^hx  —  By)^  A  (c  —  C-V-<Jx—Dy) , 
Z,—  —  (x ;■; //  (cl A^-  bx By)  —  D(c  —  C-\-  Jx  —Dy), 

ï—  i-^h'  -^cC- ,  2„—  I  ^-5^-^-/)^  ^:  =  —  I  —hB  —  dD, 

Donc,   I .°  on  aura,  pour  la  détermination  i!!^^^  deux  inconnues  .v  et^, 
les  équations         \   \ 

X  — y  -H  h  (a  —  A-\-hx  —  By  )  -+-  d  (c  —  C -\-  dx  —  Dy)  z=  o  , 
x—y-\-B(a  —  A-{-bx  —  By)-^D  (c  —  C-^-  dx  —  /);•;  :=  o. 

2.°   Puisque  la  valeur  de  j;"  est  nécessairement  positive,   il  ne  pourra 
y  avoir  que  le  niiuiiuuni  ,    mais  il  faudra  de  plus  que  l'on  ait  la  concliiion 
2"2„  —  2'/  >  o  ;  savoir 
^  I  H_  ^-_i_  ,/^;  ^  I  _^  ■/?•-  _^  /)--  ;  —  (^  I  H-  hB  H-  dD)'  >  o.  ~ 

Or  ,  c'est  ce  qui  a  lieu  ,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ù,  d,  B ,  D  ; 
car  la  condition  précédente  peur  se  mettre  sous  cette  forme 

(i — B  )'  -\~  (  d  —  D  y-  -^-  (ID  —  dB)'->o. 
Comme  les  équations  en  ,v  et  _^  sont  linéaires,  la  détermination  de  ces 
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quantités  n'a  aucune  difficulté  ;  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas ,  d'autant 
que  ce  problème  est  susceptible  d'une  solution  géométrique  fort  élégante. 

103.  On  peut  encore  ,  dans  la  recherche  des  maxima  et  m'iuima  ^çs 
fonctions  de  plusieurs  indéterminées ,  considérer  toutes  les  variables  à  la 
fois,  ce  qui  est  plus  direct  et  plus  lumineux.  Soit,  en  effet, /^a-,j,  i,u.  .  .) 
la  fonction  proposée,  si  on  suppose  que  les  quantités  x,  y,  1,  u,  &c. 
aient  déjà  les  valeiu's  convenables  pour  le  viaxhnum  ou  minimum  ,  il  faudra 
qu'en  substituant  x  -f-  p ,  y  -\-  q  ,  ^  -f-  r  ,  u  -{-  s ,  &c. ,  à  la  place  de 
.V,  y ,  1,  u,  &ic. ,  dans  la  fonction  dont  il  s'agit ,  sa  valeur  devienne  toujours 
plus  petite  dans  le  cas  du  maximum ,  et  toujours  plus  grande  dans  le  cas 
du  mi/ii/nt/m,  quelles  que  soient  les  valeurs  de^),  q,  r ,  s ,  &:c. ,  et  quelque 
petites  qu'elles  soient  ;  c'est  ce  qui  résulte  de  la  nature  même  du  maximum 
ou   miiiimwn  fnf   i ^2), 

Développons  la  fonction  f  (  x  -\- p  ,  y  -f-  ^ ,  i  -4-  r ,  a  -+-  s  .  .  .  ) 
suivant  les  puissances  et  les  produits  des  quantités  p ,  q  ,r,  s ,  8cc. ,  par 
les  formules  du  théorème  général  f  n."  j ^y  )  ,  et  arrêtons  -  nous  aux 
premiers  termes  de  ce  développement. 

Si  on  désigne  simplement  (  ainsi  que  nous  l'avons  pratiqué  jusqu'ici  ) 
par/'  (x)  ,  f  (y  )  ,  f  (  z)  ,f'  (  n  )  >  ^^-^  ^^^  fonctions  primes  de  la 
fonction  y"  ^  .Y ,  y  ,  1,  u  .  ,  .  )  ,  prises  relativement  à  x,  y,  z>  ^  >  ^^• 
considérés  séparément,  et  qu'on  désigne  de  plus  par/"  (x) ,j"  (x ,y),f"  (y), 
f  (^'  1)  '  f"  (y'  Z)  •  f  (z)  >  ^^'    ^^^  fonctions  secondes  de  la  fonction 

ffx  -H  A/j,  j  -f-  A^,  3  -h-  Ar,  s  H-  Aj-  .  .  .  .y, 

prises  relativement  à  .y  seul ,  à  .y  et  ^,  à  j  seul ,  à  .y  et  j ,  à  ^  et  ^y  et 
ainsi  de  suite  ,  on  aura 

ffx-\-p,y-^q,Z-^r,   u  -+-  s  .    .   .;  =t  f  f  x ,  y  ,  i,  u  .   .  ) 
-^Pf  (■■<)  -+-  <//'  (y)  -H  '■/'  (z)  H-  sf  (u)  ^  &c. 

H-  i  //7-v;  -H  pqr(>='y)  H-  f  qf" (y)  -+-  r^i"(^.  i) 
-^  q^f"  (y^  z)  H-  ^c. 

]Le  coefficient  A  désigne  un  nombre  indéterminé  compris  entre  o  et  r , 

et 


DES    FONCTIONS    ANALYTIQUES.  19] 

et  qui  sera  le  même  dcïns  la  même  fonction  ,  mais  pourra  être  diik'rent 
dans  les  dilfcrentes  fonctions. 

Donc ,  ii  faudra  que  la  quantité  c  •        •  '    • 

pf'{-^)-^if'(y)  -^  rf  (z)  -^  -^r  (")  -^^'-    '  . 

-H  tZ/'Y-^;  -H/^f/v-v.  >■;-+-  i  'ff"  (y)  -^  ^'- 

soit  toujours  positive  pour  le  viinimiim  et  négative  pour  le-  maxiintun  ,  en 
donnant  à  ;>,  ç,  r,  &c.  ,  des  valeurs  t[uelconques  aussi  petites  qu'on 
voudra.  D'où  l'on  conclura  d'abord  ,  par  un  raisonnement  analogue  à 
celui  du  n.°  132,  que  cette  condition  ne  pourra  être  remplie  ,  à  moins 
que  les  termes  multiplies  par  les  premières  puissances  de  p,  q,  r,  Sic, 
ne  soient  nuls  chacun  en  particulier  ,  ce  qui  donnera  les  équations 

ffxj   =   o,f'  (y)   ^   o,f'(i)   =   o,r}u)   =   o.&c. 

qui  sont  communes  au  maximum  et  au  miniinam  ,  et  ([ui  étant  en  même 
nombre  que  les  indéterminées  /) ,  y,  r,  s,  &c. ,  serviront  à  déterminer 
leurs  valeurs.  ' 

I  6^.  Mais  pour  que  ces  valeurs  donnent  en  effet  un  maximum  ou  un 
jiiinimum  ,  il  faudra  encore  que  la  quantité  restante 

i  p-f" (^)  H-  P'if"  (^'j)  -+-  i  qf"  (y)  -*-  P'f"(-^'  i)  -^ 
qrf" (y,i)  -f-  h  n'" (i)  -H  &c. 

soit  toujours  posiii\-e  pour  le  minimum  et  négative  pour  le  maximum , 
quelles  que  soient  les  valeurs  de/?,  q  ,r ,  &c. ,  et  quelque  petites  qu'elles 
puissent  être. 

Comme  les  fonctions /" /'■v^  , /'Y -■^'  y)  <  Sic,  qui  multiplient  les 
carrés  et  les  produits  des  quantités  p.  q,  r,  Sic,  renferment  elles- 
mêmes  CCS  quantités,  il  pourrait  être  difficile  ,  et  peut-être  impossible 
de  déterminer  les  caractères  nécessaires  pour  que  la  condition  dont  il 
s'agit  ait  lieu  rigoureusement;  mais  j'observe  que  si  on  suppose  A  zm  o  , 
ces  fonctions  deviennent  indépendantes  de  p ,  q,  r ,  &;c.  ,  et  ont  à^s 
valeurs  déterminées  ;  et  l'on  trouve  alors ,  comme  on  le  verra  dans  \\\\ 
moment ,    des  conditions  entre  ces  mêmes  fonctions  ,  qui  ne  consistent 

Bb 
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que  dans  des  inégalités  entre  des  quantités  composées  de  ces  fonctions. 
Ces  inégalités  étant  supposées  avuir  lieu  pour  des  valeurs  déterminées 
de  x,y,  i ,  Skc.  ,  auront  lieu  encore  pour  les  valeurs  peu  différentes 
.Y  -H  A;) ,  y  —H-  A  y ,  j  -H  A  /•,  &c. ,  tant  qii>:;  les  quantités  \p,  A  ,7,  A  r,  &c.  f 
ne  passeront  pas  certaines  limites  qui  pourront  être  aussi  peu  étendues 
qu'on  voudra.  Donc  ,  puisque  la  condition  exigée  pour  le  maximum  ou 
minimum  ,  n'a  besoin  d'cire  remplie  que  pour  des  valeurs  quelconques  de 
p  ,  ij  ,  r ,  &c.,  aussi  petites  qu'on  voudra  ,  il  s'ensuit  qu'il  suffira  de  satisfaire 
à  celte  condition  dans  le  cas  de  A  z=:  o  ;  par  conséquent  on  pourra 
supposer  tout  de  suite  A  zzr  o  ,  ce  qui  réduira  les  fonctions  /"  (x) , 
f"  (  X  ,  y),  j"  (  y  )  >  &c.  ,  qui  entrent  dans  la  quantité  ci  -  dessus 
j: p^  f"  {x  J  -+- p^j"  ( X  ,  y )  — }—  &c. ,  à  n'être  que  les  fonctions  secondes 
de  la  fonction  donnée  y  ^. v,  ^y  ,  1,  u  .  .  .  )  prises  relativement  à  .v  seul, 
à  A-  et  y  ,  &c. 

1^5.  Tout  se  réduit  donc  à  trouver  les  conditions  pour  qu'une  quantité 
de  la  forme 

Ap"-    ~\-    B  p  q    ->r-    C  q"-    -\-    D  p  r   ~\-   E  q  r   -+-   F  r''    -\-   8cc.  , 

dans  laquelle  A,  B ,  C ,  Sec.  sont  des  quantités  données,  et  p,  q,  r,  &c, 
dénotent  des  quantités  indéterminées  ,  soit  toujours  nécessairement  positive 
ou  négative,  quelles   que   soient  les  valeurs  de  p ,  q ,  r,  &;c. 

Supposons  qu'elle  doive  être  toujours  positive,  il  est  évident  que,  pour 
le  cas  contraire,  il  suffira  de  prendre  négativement  les  coèfficiens  A,B  .C,  &c. 
Puisque  cette  quantité  ne  peut  jamais  devenir  négative,  il  s'ensuit  qu'elle 
doit  avoir  un  mi/iinium  positif;  et  réciproquement,  si  elle  n'a  que  des 
jninima  positifs  ,  elle  ne  pourra  jamais  ticvenir  négative.  Il  n'y  a  donc 
qu'à  chercher  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  cjuantité  dont  il  s'agit 
ait  des  mini  ■  a  tous  positifs. 

Suivant  l'esprit  de  la  méthode  exposée  ci-dessus  fn."  i  6  j  ) ,  on  prendra 
les  fonctions  primes  et  secondes  de  la  quantité  proposée  relativement  à 
«ne  seule  variable,  comme  p ,  et  on  supposera  la  fonction  prime  égale 
à  zéro  ,  et  la  fonction  seconde  positive.  On  aura  ainsi  l'équation  2  Ap  -H 
B  q  -\-  Dr  ~\-  &c.  zzr.  o  ,  et  la  condition  A>  o. 
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On  substituera  la  valeur  Je  p ,  lirce  de  i'cquation  précédente,  dans  la 

quantité  proposée ,  laquelle  deviendra  ainsi  de  la  forme 

L/  -+-  M^r  -+-  AV   H-  Pqs  -f-  &c. ,      ^■'■ 

OÙ  Z.  =  C ,  Afz=E —,N=zF ,S:c. 

4  A  2.  A  -^  A 

On  prendra,  de  la  mcme  manière,  les  fonctions  primes  et  secondes  de 
cette  transformée  relativement  à  une  seule  variable  q ,  et  faisant  la  fonction 
prime  égale  à  zéro  ,  et  la  fonction  seconde  positive,  on  aura  de  nouveau 
l'équation   i  L  q  —h-  AI r  — j—  P  s  — f—  &c.  :zrr  o  ,  et  la  condition  L  >  o. 

On  substituera  pareillement  dans  la  transformée  précédente  la  valeur 
de  q,  tirée  de  celte  équation;  on  aura  la  nouvelle  transformée  T i'  — l— 
Vrs  -t-  Xs''  -+-  Sec,  dans  laquelle  les  coèfficiens  T,  V,  X ,  «Sec.  seront 
donnés  en  L  ,  M ,  N ,  Sec. ,  comme  ceux-ci  le  sont  en  A  ,  B  ,  C ,  ckc. 
et  continuant  le  même  procédé ,  on  aura  l'équation  2  Tr  — |—  Vs  -4-  &:c.  zrz  o 
et  la  condition  T>  o  ;  et  ainsi  de  siiite. 

Maintenant   il  est  aisé  de  voir  que  la  dernière  de  ces   transformées 
celle  qui  ne  contiendra  plus  qu'une  seule  àes  indéterminées  p ,  q ,  r  «Ixc. 
et  qui  sera  par  conséquent  de  la  forme  Z  s^ ,  sera  elle  même  le  mïmmum 
de  la  quantité  proposée  ;  d'où  il  s'ensuit  que  les  conditions  pour  que  cette 
quantité  ait  un  minimum  positif,  seront  A>  o  ,  L  >  o  ,T  >  o  ...  Z>  o 
tt  comme    les   équations  qui  déterminent  les  valeurs  de  p ,  q ,  r,  &c. 
5ont  toutes  linéaires  ,    on  en   conclura  que  ce  minimum  sera  le  seul  qii 
puisse  avoir  lieu.   Ainsi  le  problème  est  résolu  rigoureusement. 

Au  reste ,   il  est  facile  de  voir  que  par  ces  différentes  transformations 
la  quantité  proposée  deviendra   de   la  forme 

^  (p  -^ — r2 ^   -\-  L(q  -A — ^ ;- 

■       '  ■  I  ;  I  "    :  1 

-4-    r  ^r   H ;-   -H   &c.  ; 

laquelle  sera  évidemment  toujours  positive  ou  négative ,  suivant  que  les 
coèfficiens  A  ,  L  ,  T,  Sic.  le  seront  tous  à  la  fois  ;  et  l'on  voit  en  même 
temps  par  cette  forme  ,  que  les  quantités  A,  L,  7\  &c.  pourront  être 
nulles ,  pourvu  qu'elles  ne  le  soient  pas  toutes  à  la  fois. 
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Les  conditions  que  nous  venons  de  trouver  deviendront  donc  celles 
du  j/uiximum  ou  minimum  Àt  \si[ïo\\ciion  f  ( x ,  y  ,  1,  11  .  .  .  .  ^  ,  en  faisant 
pour  le  nihiimiim  A  z::rz  f"  (x)  ,   B  ^=z  f"   (x ,  y)  ,   C  z=z  f"  (y)  ikc.  , 

et    pour    le    tiuix'imur.i    A   z=z    —  /"    (x)  ,    B   zzn   /"    (x,    y), 

C  znzL  —  J"  ( y )  tkc.  li  est  facile  de  voir  i'accord  de  ces  résultats 
avec  ceux  du  n.*^  \G  i  ;  mais  la  méthode  précédente  a  l'avantagre  de 
fournir  \\\\  moyeil  simple  d'étendre  ces  résultats  à  un  nombre  quelconque 
de  variables. 

1  <j^.  Les  principes  exposés  jusqu'ici  sur  la  théorie  Ae  maxhms  et 
mininns ,  conduisent  à  celte  conclusion  générale  :  Si  dans  une  fonction 
quelconque  des  variables  a-,  y ,  1  &c. ,  on  substitue  à  la  place  de  cti 
variables  les  quantités  x  -\- p ,  y  — t—  q ,  Z  ~^~  ^  ^^:  >  ^^  qu'on  développe 
la  fonction  suivant  les  puissances  et  les  produits  des  quantités  y?,  <] ,  ;&c., 
Jes  termes  où  ces  quantités  ne  se  trouveront  qu'à  la  première  dimension, 
étant  égalés  chacun  séparément  à  zéro,  donneront  les  équations  néces- 
saires pom-  que  la  fonction  proposée  de\ienne  im  maximum  ou  minimum; 
ensuite  on  considérera  la  quantité  composée  de  tous  les  termes  où  v,  q,  r  Sic. 
formeront  deux  dimensions ,  et  il  faudra  pour  le  minimum  que  cette  quantité 
soit  toujours  positive,  et  pour  le  maximum  toujours  négative,  quelles  que 
puissent  être  les  valeurs  de  p ,  (j ,  r,  &c. 

Si  tous  ces  termes  s'évanouissaient  à  la  fois  ,  il  faudrait  alors  pour 
l'existence  tlu  maxinimn  o\\  minimum ,  que  tous  les  termes  ol\  p.,  q  ,  r ,  $cc. 
formeraient  trois  dimensions,  disparussent  aussi  à  la  fois,  et  que  la  quantité 
composée  des  termes  où  p,  (j ,  r,  &c.  formeraient  quatre 'dimensions, 
fût  toujours  positive  pour  le  minimum  et  toujours  négative  pour  le  maximum , 
p,  (] ,  r,  &LC.  ayant  des  valeurs ,  quelconques  ;  et  ainsi  de  suite.  Ce  qui 
répond,  comine  l'on  voit,  au  théorème  du  n.''  i  y^- 

Nous  avons  donné  ci  -  dessus  im  moyen  simple  pour  trouver  les 
conditions  qui  rendent  une  quantité  de  la  forme  A p^  -f-  Bpq  — f-  Sic. 
toujours  pcisitive  ou  négative;  on  pourrait,  de  la  même  manière,  chercher 
celles  qui  rendraient  toujours  poshives  ou  négatives  des  quantités  de  la 
forme  A p"^  -\-  B p- rj  -h-  c>:c.  ;  mais  l'application  de  la  méthode  générale 
à  ce  cas  serait  sujette  à  éçi  dJlHcultés  de  calcul  qui  pourraient  la  rendre 
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impraticable;  et  c'est  là  un  pro'olème  d'algèbre  dont  il  serait  à   dc:>irer 

qu'on  pût  avoir  une  solution  complète.  '     •  . 

• 

167.   Nous  avons  suppose  Jusqu'ici  .que  les  variables  qui  entrent  dans 

la  fonction  sont  indépendantes  les  unes  des  autres  ;  mais  s'il  y  avait  entre 
elles  une  ou  plusieurs  équations,  il  faudrait  commencer  par  éliminer,  au 
nioyen  de  ces  équations,  autant  de  variables  dans  la  fonction  proposée, 
on  chercherait  ensuite  les  conditions  du  mûximum  ou  minimum  par  rapport 
aux  variables  qui  seraient  restées  dans  la  fonction.  C'est  la  méthode  qui 
se  présente  naturellement  ;  mais  on  peut  la  simplifier  beaucoup  ,  en  conser- 
vant toutes  les  variables  ,  et  réduisant  l'élimination  aux  seules  quantités 
p,  (] ,  r ,  Sec. 

En  effet,  supposons  qu'on  ait  entre  les  variables  x , y ,  1,  &.c.  l'équation 
q:  (  X ,  y ,  1.  .  .  )  z=:  o  ;  comme  cette  équation  doit  avoir  lieu  quelles  que 
soient  les  valeurs  de  .v,  y,  1,  Sic,  elle  ain-a  donc  lieu  aussi  en  mettant 
X  —i—  p ,  y  —\—  q  ,  1  — f—  ;■,  &c.  à  la  place  de  x  ,  y ,  1,  &.C.;  par  conséquent 
on  aura ,  par  un  développement  semblable  à  celui  du  n."  i  ^3  ,  l'équation 

p^>  (s)  -^  q^'  (y)  -+-   rz.'  (l)  -f-  cV. 

h-t/ç'Y-^v'  h-  pi^" (^'  y)  -+-  ii''^" (y)  -+-  ^'^-  =  o, 

d'où  l'on  pourra  tirer  la  valeur  de  p  en  série  ,  qu'on  substituera  dans  le 
développement  de  la  fonction  qui  doit  être  un  maximum  ou  v.n  minimum  ; 
ou  bien  on  ajoutera  simplement  à  ce  développement  la  quantité  qui  forme 
le  premier  membre  de  l'équation  précédente,  multipliée  par  une  quantité 
quelconque  indéterminée  qui  pourra  même  être  de  la  forme 

a  —\—  ip  —h-  cq  — (—  i! r  — i—  (Sec.   —I—  I p'  -4—  "i p q  H—  Sic, 

ies  coèfficiens  a,  b ,  c ,  Sic  étant  indéterminés,  et  on  égalera  à  zéro  tous 
ies  termes  qui  contiendront  la  quantité/»,  ce  qui  servira  à  déterminer  les 
inconnues  ^ ,  b,  c ,  Sic 

Comme  les  équations  du  maximum  ou  minimum  résultent  de  l'évanouis- 
sement des  terines  où  les  quantités  y;,  q,  r,  Sic  ne  sont  qu'à  la  première 
dimension,  il  sufîira  d'égaler  à  zéro  chacun  de  ces  termes,  ce  qui  donnera 
sur-le-charnp  les  équations  f  fx)  -\-a'^' (x)  r^r  o  ,  f  (y)  -~\~  ^<p'  (y)  ::=  o  , 
f  (z)  -+-  ^f  (l)  :=  o  .  ^'^^■>  qu'on  réduira  ensuite  à  une  de  moins 
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par  i'éHminatîon  de  l'inconnue  a.  A  l'égard  des  termes  où  les  quantlics 
V  ,  q  ,  r ,  &.C.  formeront  deux  dimensions ,  on  déterminera,  par  les  méthodes 
exposées  ci-dessus,  les  conditions  qui  doivent  avoir  lieu  entre  les  coèfficiens 
de  ces  termes ,  et  on  cherchera  à  satisfaire  à  ces  conditions  de  la  manière 
la  plus  générale,  aiu  moyen  des  quantités  arbitraires  ù,  c,  d,  &ic. 

Nous  ne  faisons  ici  qu'indiquer  ces  procédés  dont  il  sera  facile  de 
faire  l'application  ;  mais  on  peut  les  réduire  à  ce  principe  général  : 
Lorsqu'une  fonction  de  plusieurs  variables  doit  être  un  maximum  ou 
minimum,  et  qu'il  y  a  entre  ces  variables  une  ou  plusieurs  équations, 
il  suffira  d'ajouter  à  la  fonction  proposée  les  fonctions  qui  doivent  être 
nulles,  multipliées  chacune  par  une  quantité  indéterminée,  et  de  chercher 
ensuite  le  maximum  ou  minimum ,  comme  si  les  variables  étaient  indépen- 
dantes ;  les  équations  qu'on  trouvera  combinées  avec  les  équations  données , 
serviront  ù  déterminer  toutes  les  inconnues, 

i68.  On  peut  résoudre,  par  les  mêmes  principes,  les  questions  où 
il  s'agit  de  trouver  àes  courbes  qui  jouissent,  dans  chacun  de  leurs  points, 
de  quelque  propriété  donnée  de  maximum  ou  minimum, 
■  Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  lu  courbe  dans  laquelle  la 
quantité  que  nous  avons  nommée  K,  dans  le  problème  du  n.''  122,  soit 
un  maximum  ou  minimum  à  chaque  point  de  la  courbe.  Cette  quantité  est 
exprimée  par  la  fonction  [  ;-  -^  (  m  —  .v^  j'  ]  [  >'  -H  (^«  —  x  )  y'  ]  ; 
et  la  question  consiste  à  trouver  la  valeur  de  y  en  .v ,  qui  rendra  cette 
fonction  un  maximum  ou  minimum.  Si  les  deux  quantités  y  et  ;-'  étaient 
indépendantes  l'une  de  l'autre,  on  pourrait  déterminer  le  maximum  ou 
minimum  relativement  à  chacune  de  ces  variables  (  n°  160  ^/.mais 
comme  ces  quantités  dérivent  l'une  de  l'autre,  et  que  leur  relation  demeure 
inconnue  tant  que  l'une  d'elles  n'est  pas  une  fonction  déterminée  de  .v , 
on  ne  peut  chercher  le  maximum  ou  minimum  que  par  rapport  à  luie  de 
ces  tiuantités  ;  et  il  est  naturel  de  prendre  pour  variable  la  quantité;'  qui 
détermine  la  position  de  la  tangente,  en  regardant  les  coordonnées  .vet/ 
conuue  doiuiées  pour  chaque  point  de  la  coiube. 

On   prendra  donc    les   fonctions   primes   et    secondes    de    la    fonction 
proposée,  relativement  à  la  quaiitité  /  regardée  comme  seule  variable; 
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et  égalant  à  zéro  la  folktion  prime  ,  on  aura  sur  -  le  -  champ  l'équation 
[  /  H-  ^//  —  xjy  ]  (m  _  A-;  -H  [/  +  (m  —  A-;/  ]  (n  —  xj  —  o  , 
latjuelle  donne,  comme  dans  le  n.^'  121, 


,    f  2  X    —    w    —    n)  y 


z    (  m   —    X  )    (  n   —   X  ) 

pour  l'équation  de  la  courbe  cherchée. 

Ensuite   on  aura  la  fonction  seconde  2  (m x  )   ( n  —  .v  ^  ,  laquelle 

fait  voir  que  le   maximum  aura  lieu  dans   toiue  la  partie    de   la   courbe 

pour  laquelle   les  deux  quantités  ;//   —  .y  et  //  .v  seront    de  lianes 

différens ,   et   que   le  minimum  aura  lieu    pour    la    partie  où    m  —  .y   et 

;/  X  seront    de   même   signe    (11."  160  )  ;  de  sorte  que  le  maximum 

aura  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  .v  comprises  entre  les  limites  /;/  et 
;/  ,  et  le  minimuui  pour  les  valeurs  de  x  qui  tomberont  hors  de  ces 
limites. 

L'équation  trouvée  pour  la  courbe  étant  du  premier  ordre,  elle  est 
susceptible  d'une  équation  priinitive  avec   une  constante   arbitraire  ;    et 


51  on  la  met  sous  la  rorme  rzz   


on    en 


y  X  —  m  X  —  n 

déduira  sur-le-champ  cette  équation  primitive  ,  2  log,  y  zi=:  log.  /.v m ) 

-\-  log.  (x  n)  H-  log.  h  ,  et  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 

y''  =.h  ( X m )    ( X  —  n)  ,   où  //  est  une  constante  arbitraire.  Cette 

équation  est  de  la  même  forme  que  celle  que  nous  a\'ons  trouvée  dans 
l'endroit  cité  f  n."  1 22  )  ;  ce  qui  doit  être,  puisqu'elles  viennent  l'une 
et  l'autre  de  la  même  équation  du  premier  ordre.  En  cHèt ,  l'équation 
trouvée  ci-dessus  pour  le  maximum  eu  minimum  ,  étant  multipliée  par  v",  a 
pour  équation  primitive  \_y  — |—  (m  —  x)  /]  [/  -f-  ( n  —  .v^  y'  z=.  K , 
K  étant  une  constante  arbitraire  ;  et  celle-ci  combinée  avec  la  même 
équation  pour  en  éliminer  y' ,  donnera  le  résultat  trouvé  dans  le  même 
endroit. 

Donc,  rapprochant  cette  solution  de  celle  du  n.°  122,  on  en  conclura, 
en  général,  que  les  sections  coniques  ont  non -seulement  la  propriété, 
déjà  trouvée,  que  chaque  tangente  coupe  sur  les  perpendiculaires  élevées 
aux  deux  extrémités  de  l'axe,  des  parties  dont  le  produit  est  constant; 
mais  encore  celle-ci .  que  la  position  de  la  tangente  à  chaque  point  de 
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la  courbe,  regardé  comme  donne,  est  lelie  que  ce  même  produit  est 
ii.'i  maximum  pour  l'ellipse  ,  et  un  minimum  ou  plutôt  un  maximum 
négatif  pour   l'hyperbole. 

i6i).  En  général,  si  on  demande  la  courbe  dans  laquelle  une  fonction 
donnée  de  .v,  y ,  y  ,  y" ,  8<.c.  sera  un  maximum  ou  un  minimum,  on  pourra 
chercher  le  maximum  ou  minimum  relativement  à  chacune  des  quantités 
y,  y' ,  y"  &c. ,  ce  qui  donnera  autant  de  solutions  différentes  ;  et  l'on 
aura  toujours ,  généralement  parlant ,  pour  la  courbe  cherchée ,  une 
équation  du  même  ordre  que  la  fonction  proposée. 

Si  cette  fonction  était  une  simple  fonction  des  élémens<^,  b,  c,  &c. 
du  contact  (  n."  i  ij ) ,  en  cherchant  le  maximum  ou  minimum  relativeinent 
à  la  dernière  des  quantités  y,  y',  y"  &c.  ,  on  trouverait  nécessairement 
la  même  équation  que  l'on  aurait  pour  le  problème  dans  lequel  on 
supposerait  cette  même  fonction  égale  à  une  constante  ;  c'est  de  quoi 
il  est  facile  de  se  convaincre  par  l'analyse  des  n."^  i  2  5  et  127.  En  effet, 
en  égalant  à  zéro  la  fonction  prime  de  ffa,  b  ,c .  .  .  ) ,  prise  relativement 
à  la  plus  haute  des  fonctions  dérivées  y' ,  y"  &c.  ,  on  aura  la  même 
équation  que  si  on  prenait ,  en  général ,  la  fonction  prime  de  l'équation 
f(a,b,c.  .  .  )  z^consf.  relativement  à  .v,  ;s  /,  &c.  D'où  l'on  voit  que 
ces  deux  genres  de  problèmes,  quoique  fort  différens  dans  le  fond,  con- 
duisent néanmoins  aux  mêmes  résultats,  et  sont  par  conséquent  susceptibles 
des  mêmes  solutions.  Ainsi ,  on  pourra  appliquer  ici  tout  ce  qui  a  été 
dit  dans  les  endroits  cités.  L'exemple  du  numéro  précédent  est,  comme 
l'on  voit,  un  cas  particulier  de  ces  mêmes  problèmes. 

170.  Mais  si  on  demandait  la  courbe  dans  laquelle  le  maximum  ou 
minimum  ne  serait  pas  la  fonction  donnée  de  x ,  y ,  y' ,  y" ,  Sic. ,  mais 
la  fonction  primitive  de  celle-ci  ,  regardée  comme  une  fonction  prime  , 
alors  il  ne  serait  plus  permis  de  traiter  les  quantités  ^,  ^',  y"  j&:c.,  comme 
indépendantes  et  isolées  ,  parce  que  la  fonction  primitive  d'une  fonction  de 
ces  quaniiiés  dépend  elle-même  de  la  relation  qu'elles  peuvent  avoir  entre 
elles.  Les  problèmes  de  ce  genre  sont  ceux  qui  se  rapportent  au  calcul 
connu  sous  le  nom  de  Calcul  des  variations  ;  ils  ne  demandent  pas  une 

analyse 
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analyse  nouvelle  ,  mAs  une  application  spéciale  de  l'analy^^c  des  fonc- 
.tiens,  que  nous  croyons  devoir  exposer  ici,  à  cau.se  de  l'importance  de 
la  matière. 

Soit  donnée  la  fonction  /  ('a- ,  y  ,  y' ,  y"  .  .  .  .  )  dans  laquelle/  est 
suppose  une  fonction  de  .v ,  il  est  évident  qu'on  ne  peut,  généralement 
parlant ,  avoir  la  fonction  primitive  de  cette  fonction  donnée  ,  sans 
connaître  la  valeur  de  y  en  .v.  Mais  on  peut  chercher  quelle  devrait  être 
cette  valeur,  pour  que  la  fonction  primitive  dt^  (  x ,  y  ,  y'  ,y"  .  .  .  .),  fût 
im  maximum  ou  un  minimum  ,  en  supposant  que  cette  fonction  soit  nulle 
lorsque  .y  aura  une  valeur  donnée  a ,  et  qu'elle  devienne  un  maximum 
ou  un  minimum  lorsque  .v  aura  une  autre  valeur  donnée  h.  11  est  évident 
qu'en  prenant  y  pour  la  valeur  cherchée ,  il  fiudra ,  par  la  nature 
du  maximum  ou  minimum ..  que  la  fonction  primitive  de  la  fonction 
f  ( X  ,  y  ~+-  œ  ,  y'  -+-  a' ,  y"  -H  u"  .  .  .  .  )  qui  résulte  de  la  fonction 
donnée,  en  mettant  y  -f-  u  à  la  place  de  y ,  soit  toujours,  entre  les  mêmes 
limites  de  a-  ,  moindre  dans  le  cas  du  maximum ,  et  plus  grande  dans  le 
cas  du  minimum  ,  que  la*  fonction  primitive  de  f  (  x ,  y ,  y' ,  y"  -  .  ■  ) ,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  a  ,  qu'on  pourra  regarder  comme  une  fonction 
'quelconque  de  x ,  et  quelque  petite  que  cette  valeur  puisse  être. 

La  fonction  f(x,  y  — t—  w ,  y'  -+-  cJ ,  y"  -\-  u>"  .  ,  .  )  étant  développée 
suivant  les  puissances  et  les  produits  de  a»  ,  a! ,  u  ,  &c. ,  d'une  manière 
semblable  à  celle  du  n."  i  (>  j  ,   deviendra 

f  (X ,  y  ,y' ,  f.  .  .  )  -^  a.  f  (y)  ^  c^T  (y'  )  -^-  cJ'  r  (f  )  -^S^c. 
_H  f  C.Y"  (y)  -H  .  .'/"  (y,  y')  -^  ^  ^"f"  (y' )  -H  c^cc. , 

où  les  quantités /Y^- y  ,/'  ( y' )  ,  f  (  f  )  Sec.  dénotent  les  fonctions  primes 
de  /^  .Y,  y  ,  y' ,  y"  ■  .  .J  prises  suivant  /,  y'  >  y"  •  ^^' >  ^^  ^^^  quantités 
f"  (y)  >  i  '  (y  'y'  )  fj"  (y'  )  •  &c-  dénotent  les  fonctions  secondes  de  la  fonction 
i  (  X ,  y  — f-  Ai',  y'  -1— Au)',  j"  H—  Xcù"  .  .  .  ) ,  prises  relativement  à/  seul, 
à  y  et  y' ,  k  y'  .seul  ,  et  ainsi  de  suite;  le  nombre  A,  est  indéterminé,  ou 
plutôt  inconnu,  et  peut  être  différent  dans  les  différentes  fonctions,  mais 
il  doit  être  le  même  dans  la  même  fonction ,  et  il  doit  toujours  êtr« 
renferiné  entre  les  limites  o   et    i. 

Ce 
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Donc  il  faudra  que  la  fonction  primitive  de  la  quantité 

<^f'  (y)  -^-  ^'f  (y')  H-  ^"f"  (y" )  -+-  ^^• 

-1-  ^/"  (y)   -H  o.'j"(y,y')   -^  ^j"(y')-^^c. 

ait  toujours  une  valeur  négative  pour  le  maximum  ,  et  une  valeur  positive 
pour  le  minimum,    quelque  valeur  qu'on  donne  ;\  la  fonction  as,  et  aussi 
ptiite  que  cette  valeur  puisse  être,  en  prenant  cette  fonction  primitive 
de  manière  qu'elle  soit  nulle  lorsque  .v  z=.  a ,  ei  y  faisant  ensuite  x  =  /'. 
Or,  sans  connaître  la  quantité  a ,   on  peut  prouver  qu'il  est  toujours 
possible  de  la  prendre  assez  petite  pour  que  la  fonction  primitive  de  la 
partie  qui   ne  contient  que  les  premières  dimensions  de  on,  cJ ,  ce" ,  Sec, 
ait  une  valeur  plus  grande,  positive  ou  négative  ,  que  la  fonction  primitive 
de  l'autre  partie.  Car  en  substituant  i a.  à  la  place  de  6o,  at  étant  une  quantité 
variable  quelconque,  et  i  un  coefficient  constant,  la  première  partie  se 
trouvera   toute   multipliée  par   / ,  et  la  seconde  le  sera  par   /\  et  leurs 
fonctions  primitives  seront  aussi  multipliées  par  /  et  par  T  ;  et  il  est  visible 
qu'on  pourra   toujours  donner   à   /  une  valeur  assez  petite  pour  que   la 
première  de  ces  fonctions  surpasse  la  seconde ,  du  moins  tant  qu'elle  ne 
5era    pas    nulle.    D'où   l'on    conclura  qu'on   pourra   toujours   prendre  la 
quantité  u  assez  petite  pour  que  la  valeur  totale  de  la  fonction  primitive 
doiU  il   s'agit  soit  nécessairement  positive  ou  négative ,  suivant  que  celle 
de  la  première  partie  de  celte  fonction  le  sera.    Mais  il  est  visible  que 
celle-ci  doit  changer  de  signe,  en  changeant  le  signe  de  la  quantité  ci\ 
Donc,  il  sera  impossible  que  la  fonction  entière  soit  constamment  positive 
ou  négative,  indépendamment  de  la  valeur  de  a,  à  moins  que  la  fonction 
primitive  de  la  partie  qui  ne  contient  que  les  premières   dimensions  de 
CD,  ùJ  ,  u  ,  &c.  ne  soit  nulle,   quelle  que  soit  la  valeur  de  ce.  Donc,   le 
maximum    ou   minimum    ne    pourra  avoir  lieu  ,    à   moins   que  la  fonction 
primiiive  de   la  fonction  o)  j'  (y)   -\~(^'f'fy'J  -^<^"J'{y"J  ~+~  ^'^• 
jie  soit  nulle ,   quelle   que  soit  la  valeur  de  c>\ 

Cette  fonction  étant  nulle  ,  il  faudra  alors  que  la  fonction  primitive 
de  l'autre  partie 

î  "V"  {yJ  -+-  ^'«'/"  fy'/J  -^-  i  ^^'T  (ïJ  -+~  ^''^ 
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soit  positive  pour  le  minimum  ,  et  iicgalive  pour  le  maximum,  en  Joiniant 
à  a'  une  valeur  quelconque  ausii   petite  qii'on  voudra. 

171.  Poiu'  satisfaire  à  la  première  de  ces  conditions  de  la  manière  la 
plus  générale,  nous  remarquerons  que  ,  puisque  la  quantité  «  doit  demeurer 
indéterminée  ,  la  fonction  primitive  de  la  fonction  uf  (y )  -\-  u!  j'  (y  )  — H 
"W/V  "~t~  &<^-  "^  peut  être  que  de  la  forme  a;.  —H  «/S  —H  <>>' y  —\-  a>" '^ 
—4—  &;c. ,  où  la  plus  haute  des  fonctions  dérivées  a  ,  co" ,  &.c.  sera  d'un 
ordre  moindre  que  dans  la  fonction  proposée  ;  c'est  de  quoi  il  est  facile 
de  se  convaincre  avec  un  peu  de  réflexion  sur  la  forme  des  fonctions 
dérivées.  Prenant  tlonc  la  fonction  prime  de  cette  quantité  ,  en  regardant 
tt,  /3,  y,  Sec.  comme  des  ionctions  de  .v,  y  étant  supposé  aussi  fonction 
àiC  X ,  on  aura 

a,'  -^  Où  H'  -^.  a>'  {  ^  -\-  y'  )    -+-  a>"  f  y  -Y-  J"  J   -\-  &C.  , 

et  comparant  avec   la  fonction  proposée ,   on  aura 

a'  =  o,    9.'=:f'(y),    p.-^y'=f'  (f),    y -^  S^'  ^f  { f  J  ,  Sic. 

La  première  équation  donne  ce  égal  à  une  constante  arbitraire;  les  autres 
équations  serviront  à  déterminer  /S,  y ,  S",  &c.  ;  et  comme  il  est  facile  de 
voir  que  le  nombre  de  ces  quantités  est  nécessairement  moindre  d'une 
unité  que  celui  des  équations  ,  il  en  résultera  une  équation  de  condition  , 
qui  devra   ctre  satisfaite  pour  que  le  maximum  ou  minimum   ait  lieu. 

Pour  cela  ,  il  n'y  a  qu'à  mettre  ces  équations  sous  cette  forme, 

^'  =/'  (y),(.'-^  y"  ==  [/'  fy'J  ]' ,  y   -f-  /'"  ^  [/'  (  f  )  ]"  ^c. , 

en  prenant  les  fonctions  primes  de  la  seconde,  les  fonctions  secondes  de  la 
troisième,  et  ainsi  de  suite;  retranchant  ensuite  alternativement  l'une 
de  l'autre ,  on  aura 

/'  (y)  —  [/'  f/  ;  ]'  -^  [  /'  fy"J  Y  —  [f  (y'")  Y  -h  &c.  =  o . 

où  les  traits  appliqués  aux  parenthèses  dénotent  les  fonctions  primes  , 
secondes  ,  &c.   des  quantités  renfermées  entre  ces  parenthèses. 

Cette  équation  sera  donc  commune  au  maximum  et  au  minimum  ,  et 
servira    à   déterminer   la   valeur    de    /    en    lonction    de   x  ;   elle   sera  , 

Ce  2. 
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comme  li  est  aise  de  ie  voir  ,  d'un  ordre  double  de  celui  de  ia  fonction 

172.   Les  mêmes  équations  /S  -4-  v'  =/'  (y' )  >  7  H-  ^^  =/'  (y"  )  >  ^^• 
donneront,  par  un  procédé  semblable, 

r6  ^f'(y')  —  [ff/jy  -H  [j'{y"j]"  —  &c., 

y  ^f  fy"J  —  [f'ffJY  -H  &C-. 

&c. 

Soii ,  pour  abréger  , 

n   zrz    ffl  ^   — f-    d)'  y    -4—    ffi    J^    —H   &c. , 

la  fonction  primitive  de  la  quantité  ce  f  (y)  -l-  a'  f  (y')  -\~  &:c. 
sera  st.  -{—  O  /  et  comme  cette  fonction  doit  être  nulle  lorsque  .v  ^1=  a , 
si  on  dénote  par  A  la  valeur  de  D,  qui  répondra  à  .v  ^=1  a ,  on  aura, 
puisque  a.  est  une  constante  arbitraire ,  a  — f-  ^  1=:  o  ,  et  par  conséquent 

On  aura  donc  D.  —  ^  pour  la  fonction  primitive,  qui  doit  être 
nulle  en  vertu  du  maximum  ou  minimum,  lorsque  x  1:=  h.  Si  donc  on 
dénote  encore  par  B  la  valeur  de  il,  qui  repondra  à  .v  r=  /;  ,  on  aura 
l'équation  B  —  A  r=:  o  ,  à  laquelle  il  faudra  satisfaire  par  le  moyen 
des  constantes  arbitraires  ipii  entreront  dans  l'expression  de  y  qu'on 
déduira  de  l'équation  trouvée  ci-dessus,  en  ayant  égard  d'ailleurs  aux 
conditions  spéciales    Aw   problème. 

Ainsi ,  par  exemple ,  si  la  valeur  de  /  est  donnée  pour  les  valeurs 
a  h  de  .v  ,  alors  la  valeur  de  w  sera  nulle  dans  les  deujc^  quantités  A 
et  B:  si,  de  plus,  la  valeur  de  v'  était  aussi  donnée  pour  les  mêmes 
valeurs  de  .v ,  les  valeurs  de  a  seraient  aussi  nulles  dans  A  et  B  ;  et 
ainsi    de   suite. 

Les  quantités  a  ,  d' ,  c»"  &;c.  étant  réduites  au  plus  petit  nombre 
possible ,  tant  dans  l'expression  de  A  (|ue  dans  celle  de  B ,  on  égalera 
à  zéro  le  cocflicient  de  cbacune  de  celles  qui  resteront  pour  satisfaire  à 
l'équation  B  —  A  -:z^  o  ,  indépendamment  de  ces  quantités. 
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173.  Ayant  ainsi  satisfait  à  la  première  condition  ,  il  ne  restera  plus 
qu'à  remplir  l'autre  condition,  qui  consiste 'en  ce  que  la  fonction  primi- 
tive de  la  quantité  .^ 

f  -'  f"  (y)  -+-  -  -  f"  (y-  y')  -^  i  ^"  f  (/)  h-  &c.  , 

doit  être  entre  les  mcmei  limites  a  Qi  h  de  .v  toujours  positive  pour  le 
minimum ,  et  négative  pour  le  masimuin ,  en  supposant  que  la  valeur  de 
œ  soit  quelconque  et  aussi  petite   qu'on  voudra. 

Je  remarquerai  tl'abord  ici  que,  quoique  les  fonctions  /"  (  y  ) , 
f"(y,  y' )  &c.  renferment  essentiellement  les  quantitc's  on,  en'  &C.  - 
(  nS  ijo),  on  peut  prouver  par  \\\\  raisonnement  semblable  à  celui  du 
]i.°  I  64  ,  qu'il  suffira  pour  le  maximum  ou  viiniiuiim,  que  la  condition 
dont  il  s'açrit  soit  remplie,  en  supposant  le  cocfficiejit  A  égal  à  zéro,  ce 
qui  fait  disparaître  ces  quantités  (.\i:s  fonctions  dont  il  s'agit ,  en  sorte 
que  ces  fonctions  ne  seront  plus  alors  que  les  fonctions  secondes  de  la 
fonction /(^.v,  y  ,  y' ,  y"  .  .  .  ) ,  prises  relativement  à  y  seul  ,  à  y  et  y' , 
à.  y'  seul ,  Sec. ,  et  auront  par  conséquent  des  valeurs  déterminées   en  .v, 

y,  /  &c. 

Cela  posé ,  si  on  rappelle  ici  ce  que  nous  avons  démontré  dans  la 
première  partie  (  n."  ^S )  ,o\\  en  conclura  que  la  condition  dont  il  s'a<'it 
serait  satisfaite  si  la  quantité  proposée  j  cd'  j"  (y)  — f-  u,  ce'  f"  (y ,y' )  — |—  &c. , 
était  telle  qu'elle  fût  constamment  positive  ou  négative  pour  toutes  les 
valeurs  de  a-  ,  depuis  .v  =  a  jusqu'à  x  =  1/  ,  indépendamment  des 
quantités  as ,  a' ,  u>"  &c.  ;  et  comme  nous  avons  doimé  plus  haut  {11."  1  6  - ) 
les  conditions  les  plus  générales  pour  qu'une  quamilé  de  la  forme  dont 
il  s'agit  soit  nécessairement  positive  ou  négative  ,  il  n'y  aura  qu'à  examiner 
si  ces  conditions  ont  lieu  dans  la  quantité  dont  il  s'agit.  Si  elles  n'avaient 
pas  lieu,  ou  si  elles  n'avaient  lieu  que  dans  une  partie  de  cette  quamilé 
il  faudrait  alors  chercher  la  fonction  primitive  de  l'autre  partie,  et  la 
rendre  nulle,  ou  au  moins  positive  pour  le  minimum,  et  néiative  pour  le 
viaximuin  /indépendamment  des  quantités   a ,  en' ,  a"  Sec. 

174.   Pour  simplîher  la  solution  de  cette  question,  nous  supposerons 
d'abord   que    la    quantité    proposée  jie  renferme  que   \çs    carrés  et    \qs 
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produits  des  deux  quantités  en ,  cJ  ;  on  verra  aisément  que  la  même 
méthode  s'étend  aux  cas  pius  compliqués  ;  et  nous  représenterons  par 
cette  formule  a^  M  -4-  ^'a'  A^  H-  u>'  '  P  -^  la  partie  de  la  mcme  quantité 
pour  laquelle  les  conditions  dont  nous  venons  de  parler  ont  lieu.  11 
s'agira  donc  de  chercher   la  fonction  primitive   de  la  quantité 

et  il  est  facile  de  s'assurer  d'avance,  que  pour  que  la  quantité  a>  demeure 
indéterminée ,  cette  fonction  ne  pourra  être  que  de  la  forme  f/.  -+-  a>*  »  ; 
prenant  donc  sa  fonction  prime  et  comparant  terme  à  terme  avec  la 
précédente,  on  aura 

La  première  de  ces  équations  donne  fx,  égale  à  une  constante  arbitraire, 
et  les  trois  autres  serviront  à  déterminer  les  valeurs  de  A^ ,  N,  P, 
qui   seront 

M^^f  (y)  —  /,  N=f"  (y,  y')  -  z  v,  P  =  ^J"  (y')  , 

et  il  faudra  que  ces  valeurs  satisfassent  aux  conditions  qui  résultent  des 
formules  du  n."  165.  Or,  en  prenant  les  quantités  œ'  et  a  à  la  place 
des  quantités  p  ci  ^  .  et  par  conséquent  P  ,  N ,  Ai  à  la  place  de  A,  B ,C, 

et  faisant  T  zz=  Aï — 5- ,  on  aura  pour  le  mtnimnm   les   deux  con- 

ditions  P  >  o  ,  et  7"  >  o  ,  et  pour  le  maximum  les  conditions  opposées 
P  <  o  et  7"  <  0  ;  ou  bien  l'une  des  deux  quantités  P ,  T'égale  à  zéro, 
tant  pour  le  minimum  cjue  pour  le  maximum,  et  ces  conditions  devront 
avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x .  depuis  .v  :=:  a  jusqu'il  a-  ::::=  h, 
pour  que  la  quantité  «"  P  -4-  au,-'  N  -t-  û)  ^  AI  soit  constamment 
positive  dans  le  premier  cas  ,  et  négative  dans  le  second  ,  entre  ces 
mêmes  limites.  Comme  la  quantité  P  est  donnée,  elle  indiquera  tout  de 
suite  le  maximum  ou  minimum  ;  mais  on  n'en  sera  assuré  que  par  l'autre 
condition  7"  >  ou  <  o  ,   ou  bien  =  o  pour  les  deux  cas. 

De  plus  ,  et  c'est  ici  une  condition  bien  essentielle ,  il  faudra  que  les 
quantités  AI.  N,  P  ne  deviennent  point  infinies  entre  les  mêmes  limites, 
pour  qu'on  puisse  être  assuré  que  la  fonction  primitive  de  la  quantité 
dont   il   s'agit ,   sera   nécessairement   positive   ou    négative  ,    d'après   le 
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théorème  du  r.."  cité  48  ;  car  ce  ihcorcme  étant  fondé  sur  le  dévelop- 
pement des  fonctions  en  série ,  est  nécessairement  sujet  aux  exceptions 
atiachces  à  la  forme  de  ce  développement,  que  nous  avons  examinées 
dans  les  n.'^*  42  et  120  ;  il  pourra  donc  cire  en  défaut,  si  les  fonctions 
dérivées  de  la  fonction  primitive  deviennent  infinies ,  parce  qu'alors  le 
développement  n'aura  plus  la  même  forme  ;  c'est  ce  qui  arrivera 
nécessairement,  lorsque  la  fonction  primitive  passera  du  positif  au  négatif 
par  l'infini,  comme  les  tangentes  des  angles  ;  alors  jiour  la  valeur  de  .v 
répondant  à  ce  passage,  le  développement  de  la  fonction  de  a'  — |—  /  aura 
son  premier  terme  de  la  forme  Ai'",  m  étant  un  nombre  impair 
négatif,  et  la  fonction  prime,  ainsi  que  toutes  les  suivantes,  seront  infinies 
(  II."  ^i  ).  Dans  ce  cas,  la  fonction  primitive  pourra  changer  desioiie, 
quoique  sa  fonction  prime   conserve  toujours    le  même  signe.  Pour  eu 

voir  un  exemple  bien  simple,  il  n'y  a  qil'à  considérer  la  fonction — '■ — , 


qui  est  =:=    t    lorsque  .y  z=  j ,  et  r:r  2  lorsque  .v  zz=  2  ;   cependant 

sa   toiiction   prime  — -p-  est   toujours  positive  tant   que  .v  a  une 

valeur  réelle.  Ici  la  fonction  primitive  et  toutes  ses  dérivées  deviennent 
infinies  lorsque  x  rzr  i .  C'est  une  modification  à  apporter  à  la  théorie 
exposée   dans   le  n."  48. 

175.  Ayant  satisfait  à  ces  conditions,  on  aura  la  fonction  primitive 
iu.  — I—  Où'  V,  dans  laquelle  u  est  ime  constante  arbitraire  qu'on  déterminera, 
en  sorte  que  la  fonction  primitive  soit  nulle  lorsque  x  zr^  <7,  Supposons 
(^^  V  z=  f^J,  et  sohi  ÂJ  la  valeur  de  f  D.J  lorsque  .v  =  <?,  on  aura 
H-  =  —  (^)  '  si'i-^'  ^'1  fonction  primitive  dont  il  s'agit  ,  sera 
{^) —  (A),  laquelle  devra  être  nulle  ,  ou  positive  pour  le  minimum  et 
négative  pour  le  maximum,  en  faisant  x  z=i  h  ;  soit  donc  ( B )  la  valeur 
de  (£1)  lorsque  .v  =  b  ,\\  faudra  que  l'on  ait  (  B)  —  (A)  >  ou  <  o 
jiour  le  minimum  ou  le  mii.\imaim  ,  ou  =  o  pour  les  deux  cas,  inder^en- 
damment  de  la  valeur  de  ûj  qui  doit  demeurer  indéterminée.  Ainsi,  si 
la  valeur  de  ^'  est  donnée  pour  les  valeurs  a  et  b  de  a  ,  l;i  valeur  corres- 
pondante de  Où  étant  alors  nulle,  on  aura  (A)  z=.  o  ,   (B)  r=  o  ,   et 
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In  condition  prccéJente  sera  remplie,  tant  poiir-îe  /7;<7.r'«"i/;.'i  que  cour 
fe  wininmm.  Si  les  valeurs  de  y  ne  sont  pas  données ,  alors  il  faudra 
que  l'on  ait  pour  le  minimum  y  =  ou  >  o  lorsque  .v  zrz  ù  ,  et  v  ^m  ou 
<  o  lorsque  .v  znz  a  ;  et  pour  le  maximum  •■  -z^l  o  ou  <  o  dans  le  premier 
cas  ,  et   \  rz=  o    ou  >   o  dans  le  secon.d. 

170.   A  l'égard  de  la  valeur  de  la  quantité  y ,  elle  dépend  simplement 

de  la  condition  7^  ou  Ai —  >   o  pour  le  minimum  et  <  o  pour 

4-  " 

le  maximum,  Cette  condition  sera  donc  ,  en  substituant  les  valeurs  de 
M,  N,  P, 

z  /   (y/  —'  — T^'^Ty) >  ou  <  G, 

et  on  pourra  prendre  pour  v  une  fonction  quelconque  de  a-  qui  y  satisfasse. 
Ce  qu'il  y  aurait  de  plus  sinaple ,  ce  serait  de  supposer  cette  quantité 
nulle  ///,"  I y-f) ,  ce  qui  donnerait  l'équation  4  MP  —  N^'  z=z  o  ;  savoir , 
/"  ()')  [/"  (y)  —  2  /]  —  [/"  (y,  y')  —  .  v]^  r=  o. 
par  laquelle  on  pourrait  déterminer  la  valeur  de  v  ;  et  le  maximum  oh 
minimum  dépendrait  simplement  du  signe  de  la  quantité  P  ou^f"  (y). 
On  aurait  de  cette  manière  le  même  résultat  que  donne  la  méthode 
proposée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences  de  iy'è6,  pour 
distinguer  les  maxima  des  miiiima  dans  le  Calcul  des  variations.  Mais , 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus  ,  il  faudrait,  pour  l'exactitude 
de  ce  résultat,  qu'on  pût  s'assurer  que  la  valeur  de  v  ne  deviendra  point 
infinie  pour  une  valeur  de  .y  comprise  entre  les  valeurs  données  a  et  l>  ; 
ce  ijui  sera  le  plus  souvent  impossible  ,  par  l'impossibilité  de  trouver 
l'équation  primitive  en  v  et  .v.  Sans  cette  condition  ,  quoique  la  quantité 

^*  Jlf  _|_  ce  ù,'  N  -4-  ce''  P  devienne  alors  de  la  forme  P  fa'  ~\-  '-  _^    /', 

et  qu'elle  soit  par  conséquent  toujours  positive  ou  négative,  suivant 
que -la  valeur  de  P  le  sera,  on  ne  sera  jamais  certain  de  l'état  positif 
ou  négatif  de  sa  fonction  primitive. 

ly.   Pour   en     donner    un    exemple   qui    pourra    servir    en    même 
temps  d'application  de  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer;  supposons 

que 
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que  la  fonction  f  f  x  ,  y  ,  y' .  .  .  )  ,  Jont  la  fonction  primitive  doit  être 
un  uiaxiiHum  ou  un  minimum ,  soit  y'''  -\-  1  m  y'  y  ~\-  n  y' ,  en  prenant 
les  fonctions  primes  et  secondes,  on  aura  f  (y)  =z  1  (m  y'  -f-  ii  y  )  , 
ffy')  =  2  (y'  H-  m  y  ^/f'-fy)  z=.  ^  n ,  f  (y,  f  j  =  ._„,', 
/"  (y' )  ^=  2  ;  substituant  ces  valeurs  dans  i'cquation  générale  du  n."  171, 
qui,  dans  ce  cas,  se  réduit  à  /'  (y)   —    [/'  (y')]'  =:  o  ,    on   aura 

2  (m  y'  -f-  iiy  )  —  2   (y"  -+-  m  y'  )  z=  G  ;   savoir,  /   ny  r=:  o, 

pour  l'équation  du  maximum  ou  minimum.  Cette  équation  est  susceptible 
de  la  méthode   du   n."  Cj  et   donne   sur-le-champ 

y  =z  ge""  -+-  he--'^",  ,     .     :     ,       .    '  " 

g  et  //  étant  deux  constantes  arbitraires  ;  si  //  était  une  quantité  négative 
•zzz  —  k' ,  alors  on  aurait,  en  prenant  d'autres  constantes  arbitraires, 
g  et  //  ,  y  r=:  g  sin.  ( k  x  — |—  //  ).  Supposons  ,  pour  plus  de  simplicité,  que 
les  valeurs  de  y  soient  données  pour  les  deux  valeurs  extrêmes  n  et  b  de  .v, 
les  quantités  A  et  B  seront  nulles  d'elles-mêmes,  et  l'équation  B  —  A 
sera  satisfaite  f  n."  iy2  )  ;  on  déterminera  donc  les  constantes  a  et  h 
de  manière  que  y  ait  les  valeurs  données  lorsque  .v  zrz  a  et  ;r=:  b. 
Maintenant,  nous   aurons,    par  les  formules    du   n.°    174, 

AI  ^=:   n   —    /,   A'  =:    2    (m  —   y  )  ,    P  n^    i  ;    ' 

d'où  l'on  voit  que,  puisque  P  est  >  o  ,  il  n'y  a  que  le  minimum  qui 
puisse  avoir  lieu.  Mais  cette  condition  ne  suffit  pas  pour  assurer  l'existence 

du  minimum  ;  il  faudra  de  plus  que  l'on  ait  M  >  o  ;   savoir 

4.  /* 

Il  —  y'  (tu  —  v)''  >  o,   en    prenant  pour   y  une  quantité   qui    ne 

devienne  point  infinie  entre  les  limites  a  et  b  de  ,v.  Si  la  valeur  de  //  est 
positive,  il  est  clair  qu'on  peut  satisfaire  à  cette  condition,  en  faisant 
V  ■=—  m.  Ainsi  on  sera  assuré  ,  dans  ce  cas  ,  de  l'existence  du  minimum, 
puisque  les  deux  quantités  (A)  et  ( B)  sont  d'ailleurs  nulles  par  l'hy- 
pothèse que  les  valeurs  de  y  sont  données  pour  a-  zrz  a  et  rz:  b  ///."  i  y  -)  ; 
mais    si   //  est  négative    et   ^iz   —  k''  ,    on    aura   alors    la    condition 

/  >  /('  _f_  (m  —  v)\  et  il  n'est  pas  aisé   de   trouver   une  valeur 

satisfaisante  de  v,  ni  même  de  s'assurer   qu'on  pourra  Ja  trouver. 

D  d 
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Si ,  suivant  la  méthode  dont  nous  avons  parlé  dans  le  dernier  numéro, 
on  faisait  —  /  ^  k'  -+-  [in  —  v)'' ,  en  supposant  m  —  v  z^  k  ^ , 

on  aurait  k  ^'  z=z  i   -+-  5)%-  savoir,   — ■>  1=  —,   et  prenant  les 

fonctions  primitives  des  deux  membres  ,    angle   tang.  ^  =   ——   -h-   <i  ! 

X 

T 


savoir,  ^  z=.  tang.  ( —-  -\-  d )  ,  <^  étant  une  constante  arbitraire.  Cette 


valeur  devient  infinie  lorsque— 1-   d  -zzz  \i  l'angle  droit,   ou  à   trois 

A 

angles  droits ,  ou  &c.  Donc ,  on  ne  sera  pas  assuré  de  l'existence  du 
minimum  ,  si  la  différence  h  —  a  est  plus  grande  que  la  valeur  de  k 
multipliée  par  deux   angles  droits. 

En  effet ,  pour  que  le  minimum  ait  lieu  en  général ,  il  faut  (  n."  17^  )  que  la 
fonction  primitive  de  la  quantité  ncc'  — f-  zmam'  — f-  oo''  soit  positive  ,  quelle 
que  puisse  être  la  valeur  de  oc.  Supposons  aziri  i  sin.  .y,  cette  quantité  deviendra 

/     (n  sin.  .V     -+-  2  m  sm.  x  cos.  .v  -f-  cos.  .v  '  y  zn   /     ( 1— 


I  —  « 


COS.   2   X  -+-  m   sin.    2    x  )  ,    dont  la    fonction  primitive  est 


/     / .V  —h-    5ni.   2  .V cos.  2   X  )  -4—  c  ,  c  ctant 

2  4  - 

la  constante  arbitraire  qu'on  déterminera  de  manière  que  la  fonction 
primitive  soit  nulle  lorsque  x  z:=.  a ,  ensuite  on  fera  .v  =:  b.  Donc  si 
on  suppose  û  :r=:  o  et  b  égal  à  deux  angles  droits ,  afin  que  la  valeur 
de  ce  soit  nulle  lorsque  x  z=z  a  et  =z  b  suivant  l'hypothèse,  la  valeur 
complète  de  la  fonction  primitive  dont  il  s'agit,  sera  i'  (  i  — J—  nj  D , 
D  représentant  l'angle  droit  ;  et  il  est  visible  que  cette  valeur  pourra 
devenir  négative  lorsque  //  zzrz  —  k'' ,   en  prenant  k   >  i. 

178.   Supposons  maintenant  que  la  quantité  qui  renferme  les  secondes 
dimensions  de  où,  ou'  &.c.  contieniie  aussi  où"  ,  en  sorte  qu'elle  soit  de  la 
forme    (  //."  17 }  ) 
i  «^  /"   (y)   -H  ..  ce'  f  (y,  y')  -^  \  ce' '  f"  ( y' )    ^  <^  ce" f"  (y.f) 

-+    c'  c^'  f   (y',f)  -^LJ--  f    (f); 
nous  prendrons  a'  A-1  -\-  u -J  N  -\-  cJ  \P  -h-  a-w"  Q.  -{-  oJ  ce"  R 


r 
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cû" '  J^  pour  kl  partie  de  cette  quantité  qui  doit  cire  assujettie  aux 
conditions  de  la  formule  du  u.^  i  6  5  ;  et  'il  faudra  cjuc  la  diffcrence  de 
ces  deux  quantités  soit  susceptible  d'une  fonction  primitive  indépen- 
damment de  la  quantité  a\  Cette  fonction  ne  pourra  donc  être  que  de 
la  forme  ix  —f-  a"  c  -\—  au'  -n  — |—  «'^  ^,  et  on  trouvera  par  la  com- 
paraison des  termes  ,  les  équations  jx'  zzr  o  ,  /  z=  4/"  {yj  —  AI, 
z  y  -^  -rr'  =  f"  (y,  y')  -  N,  a"  -f-  /  =  i /"  (y')  -  P, 
7rr=/Vj,/V  — (2.  :^f  =/"  (/ ,  y" )  —  R  ,  o  =if'(f  )  -  S; 
lesquelles  donnent  jx  égale  à   une  constante  arbitraire  ,  ensuite 

P  :=  \  r  (/)  —^  —  s''Q  =f"  (>•'  y")  —  -^  ' 

où  les  trois  quantités  v ,  -k  ,  ^  demeurent  indéterminées;  mais  il  faudra 
les  prendre  telles  qu'elles  satisfassent  aux  conditions  auxquelles  doivent 
être  assujetties  les  quantités  M,  N,  P  &c. ,  et  qu'on  peut  déduire  (.k's 
formules  du  n.°  i  65  ,  en  prenant  les  quantités  où"  ,  on' ,  a  l\  lu  place  i\it% 
quantités  ^7,  q,  y.    Ainsi.,  si  on   fait 

T  —  P  -  -^,    V  —  N  —    ^.    X  z=  Ai ^--, 

et    Y  =  X  — 


les  conditions  pour  le  minimum  seront  S  >  o ,  T  >  o  et  )^  >  o  ,  et 
pour  le  iiiûxirnum  S  <  o  ,  T  <  o  ,  ï'  <  o  ;  et  ces  conditions  devront 
avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  .v ,  depuis  .v  n^  c;  jusqu'à  .v  zzz  b. 
La  valeur  de  S  indiquera  le  niûximiim  ou  niininiiim  ;  mais  on  n'iiw  pourra 
être  assuré  que  par  le  concours  des  deux  autres  conditions.  De  plus  ,  il 
faudra  que  les  quantités  Ai,  N,  P,  Q,  R,  S  ne  deviemient  jamais 
infinies  entre  les  mêmes   limites  ,    par    les  raisons   exposées    plus    haut , 

"■"    '^'^' 

Enfin  ,    il   fautira  qu'en  supposant  f^J  rrr  a''  v  H—  a  a'  ir  H—  où''  ^, 

et  prenant  (A/  et  (B)  pour  les  valeurs  de  (Ci)  qui  répondent  à  .y  r=  <^/ 

et  -v  rz:  b,  la  (piaiitité  ( B )  —  (A)  soit  positive  pour  le  luinïmum  et 
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iiégativ'e  pour  le  maximum ,  indépendamment  des  valeurs  de  a  et  de  ce' , 

{"■"  ns)' 

On  .suivra  les  mêmes  procédés  pour  îes  fonctions  plus  compliquées. 

I  i75?-  Si  les  valeurs  dej,  /,  &c.  n'étaient  pas  données  pour  les  valeurs 
a  et  b  de.v,  mais  cpt"il  y  eût  seulement,  par  la  nature  du  problème,  une 
relation  entre  ces  quantités,  représentée  par  l'équation  «p  (x,y  ,y' .  •  .Jz^ilo; 
alors  ,  suivant  les  principes  du  n.*^  i  67  ,  il  n'y  aurait  qu'à  ajouter  à  la 
fonction  qui  doit  être  positive  pour  le  minimum,  et  négative  pour  le 
maximum ,  la  quantité 

oxp'  (y)    -H   ^'  CP'  (  y'  )    -^    c"  (^'  (  y"  )    H-   &c.    -H    i    a-^  cp"  (y) 
-H   c.  tt'  (?"  (y.  y')    H-   ^,  c''  f  ( y' )   -f-   &c. 

multipliée  par  \\w  coefficient  indéterminé  F,  et  traiter  ensuite  les  quan- 
ihés  Ci,  cx!  comme  indépendantes.  Ainsi ,  si  la  condition  dont  il  s'agit  doit 
avoir  lieu  pour  la  valeur  de  a  -zzz.  a ,  on  ajoutera  aux  deux  quantités  A 
et  (A)  (il."'  iy2  ,  ly y)  les  quantités  F  [  c£(p'  (y)  -h->'^'  (y  )  -f-  5cc.  ]  et 
r  [  ^  i^'  ^'  (y)  —H  ^  ^'  ^  "  (y  >  y' )  -h—  &c.  ] ,  rapportées  à  la  même  valeur  de  a-  ; 
et  si  cette  condition  devait  avoir  lieu  pour  la  valeur  x  z=z  h ,  on  ajouterait 
aux  valeurs  de  B  et  de  (  Ë)  les  mêmes  quantités  rapportées  à  .v  =  h. 

On  suivrait  le  même  procédé  pour  chacune  des  conditions  données, 
s'il  y  en  avait  plusieurs, 

180.  La  fonction  proposée,  dont  la  fonction  primitive  doit  être  un 
maximum  ou  un  minimum ,  pourrait  encore  contenir ,  outre  les  variables  a-  et  ^ , 
upe  troisième  variable  i,  indépendante  des  deux  autres;  alors  on  opérerait, 
relativement  à  cette  variable  ,  comme  on  a  fait  relativement  ù  y.  Ainsi , 
en-  désignant  la  fonction  proposée  par/y.v,  ;• ,  y' ,  y"  >  .  >  1'  t  •  Z  •  '  '  ) > 
on  y  substituera  à  la  fois  les  quantités  y  -f-  a  et  ^  -+-  ^  à  la  place  de 
^•et  1,  et  il  iaudra ,  après  le  développement,  que  la  fonction  primitive 
de.la  partie  qui  ne  contiendra  que  les  premières  dimensions  de  a,  ai,  ce" ,  &.€., 
i.,  L^ ,  4",  &c.  ,  soit  nulle,  et  que  la  fonciicm  primitive  de  la  partie  qui 
contiendra  les  secondes  dimensions  de  ces  mêmes  quantités ,  soit  positive 
pour  le  ;;;///w«///H,  et  négative  pour  le  maximum  ,  indépendamment  des 
qua.nti.tç.s  aet,^.  (^w."  Jyo  J.    . 
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•  De-Ià ,  par  une  analyse  semblable  à  celle  du  n.°  1 7  i  ,  et  en  conservant 
aussi  pour  les  fonctions  primes  relatives  u*  ^ ,  1' ,  ^' ,  Sec.  une  notation 
semblable  à  celle  que  nous  avons  employée  relativement  ^  y ,  /  j  y" ,  &c. , 
on  aura  ces  deux  équations  ,  :•         .  •    .  ,        ..•',}? 

ffyJ—  [f'f/n'  ^  [ff/JY  —  &c.  =  of'' 

ffiJ  —  [f'fz'J]'^  [f'fzj]"  —  Sec.  =  o,:" \ 

qui  serviront  h  déterminer  les  quantités  j  et  7  en  fonctions  de  .v.  Ensuite 
il  faudra  ,  relativement  aux  quantités  z  ^^  (^  >  satisfaire  à  des  conditions 
semblables  à  celles  qu'on  a  trouvées  par  rapport  à  y  et  ce;  c'est  un  détail 
qui  nous   mènerait  trop  loin  ,   et  que  le  lecteur  peut  suppléer. 

On  voit  par-là  que,  s'il  y  avait  une  quatrième  variable  //,  on  aurait 
relativement  à  cette  variable,  une  équation  semblable  à  celles  qui  répondent 
aux  variables  y  et  i;  et  ainsi  de-  suite.  -.,'.'.-  -li"*';  <  , 

' •  .:}':-■'.  i'ij  i    li: 

181.  Mais  si,  dans  la  fonction  f  f  ■■<- ,  y .  y'  .  ^  .  7,  7J  .  .  .  J ,  h  quan- 
tité i  dépendait  des  quantités  x  et  y  d'une  manière  quelconque  donnée 
par  l'équation  ip  {  x ,  y ,  /  .  .  ,  z,  z'  ■  ■  .  )  =z  o  ,  alors  ,  suivant  les 
mêmes  principes  du  n.°  1 6j  ,  on  ajouterait  simplement  la  fonction 
<P  fx,  y,  y'  .  .  .  Z'  z'  '  '  '  J  '  multipliée  par  un  coefficient  indéterminé  et 
variable  A  à  la  fonction  proposée  f  (  x ,  y ,  y'  .  .  7  ,  /  ...  ;  et  on 
chercherait  ,  par  les  méthodes  exposées  ,  le  viaximiim  ou  viinimum  de  la 
fonction  primitive  de  cette  fonction  composée  ,  en  regardant  les  ouantités 
y  et  2  comme  indépendantes.  Ainsi  on  trouvera  d'abord,  pour  le  maximam 
et  minimum  ,  les  deux  équations  :  -    '      .' 

r (y)  —  [r(y')  y  -^  [/v/;  ]"  —  &c.-t-  i.p'^;.; 

—    [A<?7/;]'    -f-    [A^V/;j"   _   &c.    r=    o; 
f'fzJ   —    [f{z:J   Y   -4-   [f'fz)   Y    —    &c.   -H   A<p'fzJ 

—  [^^'fz'JY  H-  [A^Y^;]"  ^  &c.  =  o; 

d'où  éliminant  la  quantité  A  ,  on  aura  une  équation  qui ,  combinée  avec 
l'équation  donnée  <p  f  x  ,  y  ,  y'  .  .  .  z>  z!  *"  J  ^^^  o,  servira  à  déterminer 
les  valeurs  de  y  et  z  ^n  fonctions  de  x. 
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Enfin  ,  51  Ja  fondion  primitive  de  la  fonction //^x,  y ,  y'  .  ,.  )  \\z 
devait  être  un  maximum  ou  un^itiinimum  qu'autant  que  la  fonction  primitive 
<\'vnc  autre  fonction  (p  fx,  y,  y'  .  .  .  J  serait  donnée  entre  les  mêmes 
■>dieurs  û  et  ù  de  x ,  il  n'y  aurait  qu'à  chercher  ie  maximum  ou  viitiimum  de  la 
somme  des  deux  fonctions  primitives  ,  après  avoir  multiplie  la  seconde 
par  un  coefficient  indéterminé  indépendant  de  .v ,  c'est-à-dire,  de  la 
fonction  primitive  de  f  (  x  ,  y  ,  y  -  •  -  )  -H  ù^  (p  ( x ,  y  ,  y'  .  .  .  ) ,  en 
regardant  ù^  comme  luie  quantité  constante.  De  cette  manière ,  on  aurait 
d'abord  ,  pour  le  maximum  et  minimum ,  l'équation 

r(y)  —  [f'(/)]'  -^  [f  (y")  Y  —  ^<^-  -H  ^?V/;  — 

A  [  ?Y/;  ]'  -+-  ^  [  ^'  ffj  Y  —  -^^-^  =  o . 

et  on  déterminera  la  constante  A  de  manière  que  la  fonction  primitive 
de  Ç>  f  ■'<' ,  y  I  y'  •  •  •  ) ,  prise  depuis  x  z=.  a  jusqu'à  .v  zi::  h  ,  soit  donnée; 
et  ainsi  du  reste. 

■•(  ,  ;v    -j.  '^  'i  fi:' 

182.  Les  problèmes  de  la  brachystoclirone  et  des  isoperimètrcs  proposés 
et  résolus  d'abord  par  les  deux  frères  BeriiouUi ,  ont  ouvert  la  route  pour 
traiter  ce  nouveau  genre  de  questions  de  maximis  et  mitiimis.  On  a  trouvé 
ensuite  successivement  des  méthodes  plus  générales  et  plus  simples ,  et  on 
est  parvenu  enfin  au  calcul  des  variations  ,  qui  parait  ne  rien  laisser  à 
désirer  sur  cet  sujet.  Comme  les  équations  trouvées  plus  haut^//."^  ^7^  > 
180)  sont  les  mêmes,  à  la  notation  près  ,  que  celles  qui  résultent  de  ce 
calcul,  nous  pourrions  nous  dispenser  de  les  appliquer  à  des  exemples  ;  mais 
il  ne  sera  pas  inutile  de  montrer  encore  par  un  exemple  connu  ,  l'usage  àe$ 
règles  pour  distinguer  les  maxima  des  minima ,  et  s'assurer  de  leur  existence. 

Nous  reprendrons  pour  cela  le  problème  de  la  brachystochrone ,  ou  ligne 
de  la  plus  vite  descente,  à  cause  de  sa  célébrité;  il  consiste,  comme  l'on 
sait ,  à  trouver  la  courbe  le  long  de  laquelle  un  corps  pesant  descendrait 
dans  le  moindre  temps  d'un  point  donné  à  un  autre  point  donné,  et  placé 
dans  une  verticale  différente.  Comme  ,  par  les  ]->rincipes  de  la  mécanique, 
la  fonction  prime  du  temps  est  égale  à  la  ionction  prime  de  l'espace 
divisée  par  la  vitesse,  et  que  dans  les  corps  qui  tombent  par  la  pesanteur  , 
la  vitesse  est  toujours  proportioniielle  à  la  racine  carrée  de  la  hauteur 
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(d'où  ils  sont  censés  être  descendus,  si  on  apporte  aux  trois  coordonnées 
rectangulaires  .v,  y,  z  la  courbe  décrite  par  le  corps,  et  qu'on  prenne 
les  abscisses  x  verticales ,  on  aura  V  (h  -H  .vy  pour  l'expression  générale 
de  la  vitesse,  et  y   (  i  H-^'"  -h-  t'  )  P'^"'^  *^  fonction  prime  de  l'arc 

de  la  courbe  Z/?."  1 44  )  ;  ainsi -— :- ; sera  la  fonction 

'  II'  V  (  h  -\-  X  ) 

prime  du  temps  ,  dont  la  fonction  primitive  devra  être  un  minimum.  On 

aura  donc  f(s,y,  y'   .  .  .  i,  ^  .  .  .  )   z=i    v  f  k  -^  y  ; '"  ^^^^^  > 

prenant  les  fonctions  primes ,  on  aura  /'   (  y  )   r=  o  ,  /'   (  y'  )  z=z 


y 


-,f'(z)=zo,f(^)^ 


et  l'on  aura  (  n.'  180  )  les  deux  équations        ;  •      ' 

L     V(h-^x)    V(i^y'^^i^)    -l    =  °  '  ^^   L    V(li-^x,)  V(i^y'^^i'^j   J    —  ^' 
lesquelles  donnent  d'abord  ces  deux -ci  du  premier  ordre    '""  ■'•    "' 

y î_ 

V  (h-^x)    V  (  i-^y'^-^{')      —"  '     V{h-r-xJ    V{i-^y'^^~'^J    —"' 
VI  et  //  étant  deux  constantes  arbitraires.  ,  r. 

En  divisant  ces  deux  équations  l'une  par  l'autre  ,  on  aura  -^^  — ~J— 


t. 


;: 


> 


"^'        ^,   „.o„.^.  r^^..ot:^„    ^.:^;.:.,. «>' 


savoir  j,'  =^  >  et  prenant  l'équation   primitive  1  ziz:  — ^-   -f-  /, 

/  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  Cette  équation  étant  à  un  piau 

vertical,  puisque  l'abscisse  verticale  .v  ne  s'y  trouve  pas,  fait  voir  que  la 

courbe  cherchée  est  toute  dans  ce  plan  ;  ainsi ,  en  prenant  l'axe  des  j  dans  ce 

même  plan ,  on  pourra  supposer  1=0,  en  faisant  //  m  o  ;  et  l'on  aura 

pour  la   courbe    cette    équation  unique    entre   les    coordoniiées   x  et  y 

y  ,,   ^  ,,       .       ,  m  V  { à  ■+-  x) 
— ///,  dou  i  on  tire^  rzzi    -  ^ 


VCh-^x)    V{i  -Hy'^J  ^  yi  {l^,n-(h-^x)^     ' 

équation  à  la  cycloïde  ,  les  abscisses  .v  étant  prises  sur'  le  diamètre  à\.i 
cercle  générateur  ,  et  les  ordoimées  y  perpendiculairement  à  ce  diamètre. 
Puisqu'on  suppose  que  les  deux  points  extrêmes  de  la  courbe  sont  donnés; 
ies  quantités  ûj  et  (î^  répondant  à  ces  points ,  seront  nulles,  et  les  valeurs 
des  quantités  A  tx  B  seront  nulles  aussi  en  prenant  u  et  b  pour  les  valeurs 
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de  AT  qui  répondent  à  ces  points  ;  ainsi  la  condition  B  —  A  sera  rempile. 
Si  on  faisait  d'autres  hypothèses  relativement  à  ces  points,  on  trouverait 
d'autres  résultats  ;  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas ,  parce  que  ces  différentes 
questions  ont  été  déjà  discutées  et  résolues' par  les  principes  du  calcul  des 
variations.  Mais  il  faut  voir  de  plus  ce  que  donnent  les  termes  où  les 
quantités  a  et  Ç  monteront  à  la  seconde  dimension  ,  et  dont  la  fonction 
primitive  doit  être  positive  pour  que  le  minimum  ait  effectivement  lieu. 

Puisque  la  fonction  proposée  /  ^  .v ,  y ,  y  .  .  i,  ■^ .  .  )  n^  contient  point, 
dans  le  cas  présent ,  les  variables  y  et  i ,  mais  seulement  leurs  fonctions 
primes  y'  et  -^  ,  il  est  facile  de  voir  que  les  termes  dont  il  s'agit  seront 
simplement  de  la  forme     ■ 

î-'W/;  H-  -'^'f  (y'>z)  -»-  K'V'V^V; 

et  l'on  trouve ,  en  prenant  les  fonctions  primes  àes  quantités  _/"'  { /  )  > 
et/'  (  ■^  )  relativement  à  y  et  3',/"  (  y'  ) - 


V  (h  -^  x)  (i  ^-y 


i  (y '1/ —       .,,     ,,      ,,    ,^,1'J  (<^^ —  //,     , /,     -^    ,, 

de  sorte  que  la  quantité  dont  il  s'agit  deviendra 

g,'-  Y  I  ^  i'^  )  -  2.0'' C'y' ^  ^  r-  {  i   -^  y'  ) 

/    (   h    -^    X  )      (    l    -i-  y'    H-    r'^  )z 

laquelle  peut  se  mettre  sous  cette  forme 

«  ^  -+-  C     -^  (  '•■'  i   —  C  y  ) 


d'où  l'on  voit  que  cette  quantité  a  d'elle-même  la  propriété  d'être  toujours 
nécessairement  positive  ,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  u  et  'Ç  Et 
comme  d'ailleurs  elle  ne  saurait  jamais  devenir  infinie  tant  que  /  et  3'  ne 
seront  pas  infinies  ,  il  s'ensuit  que  le  mi/ii/iiiim  aura  nécessairement  lieu 
dans  la  cycloïde. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  d'autres  détails  sur  ce  problème  qui  offre 
différens  cas  à  examiner ,  suivant  les  conditions  qu'on  peut  demander 
relativement  au  premier  et  au  dernier  point  de  la  courbe,  et  par  rapport 
à  la  courbe  même  qu'on  peut  supposer  devoir  être  tracée  sur  une  surface 

donnée. 
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donnc'e.  La  solution  de  tous  ces  cas  peut  se  tirer  aisément  des  principes 
établis  ci-4essus. 

183.  L'analyse  que  nous  avons  employée  pour  trouver  les  maxlma  et 
mînima  des  fonctions  primitives,  donne  lieu  à  une  observation  importante. 
Nous  avons  trouvé  (  11."  lyi  )  que,  pour  que  la  quantité  &> /'  (y  ) 
-4-  a'/'  (y' )  -t-  û)"/"  (y" )  -\-  (Sec.  ait  une  fonction  primitive,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  a,  il  faut  satisfaire  à  l'équation 

r(y)  —  [/'  r/;]'  +  [/v/^  ]"  -  -^^-  =  o. 

Donc,  si  celte  quantité  était  d'elle-même  la  fonction  prime  d'une  fonction 
de  .V ,  y ,  y'  >  Sec. ,  Où,  cù' ,  &c.  ,  l'équation  précédente  aurait  aussi  lieu 
d'elle  -  même  et  serait  par  conséquent  identique. 

Or,  on  voit  par  le  n.""  170,  que  la  quantité  dont  il  s'agit  n'est  autre 
chose  que  la  partie  du  développement  de  la  fonction /^(^.v,  y  —h-  a ,  y 
-+-  a' ,  y"  —H  a>"  .  .  .  )  ,  qui  ne  contient  que  les  premières  dimensions 
de  a,  Cù  co" ,  &;c.;  et  je  vais  prouver  que  cette  quantité  sera  nécessairement 
une  fonction  prime,  si  la  fonciion /^.v,  j ,  j' , /'  .  .)  est  elle-mcme 
une  fonction  prime  d'une  fonction  de  x  ,  y ,  y'  .  .  . 

En  effet,  si  cette  fonction  est  une  fonction  prime,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  y  en  .v  ,  elle  le  sera  encore  en  mettant  y  -+-  ce  au  lieu  de  y , 
quelle  que  soit  la  quantité  co;  donc  la  fonction /(^.v,  y  -\-  on,  y'  — f-  u>' .'.  .  ) 
sera  aussi  nécessairement  une  fonction  prime  ,  en  prenant  pour  u>  une 
fonction  quelconque  de  .v.  Supposons  que  cette  fonction  soit  développée 
suivant  les  puissances  et  les  produits  de  ce,  cJ ,  u  ,  S<c.  ,  et  dénotons 
respectivement  par  P,  Q,  R ,  !kc.  les  parties  de  ce  développement  qui 
contiendront  les  premières  dimensions,  les  secondes  dimensions  ,  les 
troisièmes  &c.  des  mêmes  quantités,  on  aura/(^.v,  y -f- a,  j'-l—^'. /'-+-«"•  ••/' 
■z=.f  (  X,  y,y',y".  ..)-+-P-]-Q-\-R-{-Scc.  Ainsi,  il  faudra  que 
la  quantité  P -\- Q -{- R -{- Sec.  soit  la  fonction  prime  d'une  fonction 
de  .V  ,  y ,  y' ,  &c.  et  de  a,  cù'  a"  ,  &c.  ;  et  il  est  facile  de  voir  que  chacune 
des  quantités  P ,  Q,  R,  &c.  devra  être  en  particulier  une  fonction 
prime  ,  puisque  ces  quantités  renfermant  des  dimensions  différentes  de 
l'indétermiuée  u  et  de  ses  fonctions  dérivées  a',  ca" ,  &.c.,  il  est  impossible, 

Ee 
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par  ia  nature  âes  fonctions  dcrivces  ,  que  les  fonctions  primitives  de 
P,  Q,  R,  &ic.  dépendent  les* unes  des  autres.  Or,  on  a  P  nr  o-'f  (y) 
-H  u'f'(y')  —I—  ^"  f"  (  y"  )  —H  &c.  (  II."  lyo  )  ;  donc  cette  quantité 
sera  d'elle-même  une  fonction  prime.  Donc,  enfin,  si  la  fonction 
j  ( ^  >  y  >  y'  >  y"  '  '  •  )  tu  une  fonction  prime,  l'équation 

f'(y)—   [/'(/)]'  -+-  [/-Y/;]"—  [/Y/V]"'-H&c.::rro 
5era  nécessairement  identique. 

Réciproquement,  on  peut  démontrer  que  si  cette  équation  est  identique, 
la  fonction  y  (^.v,  y ,  y' ,  y"  •  •  •  )  sera  nécessairement  une  fonction  prime; 
car  nous  avons  vii  que  si  cette  équation  est  vraie  ,  la  quantité  P  est 
une  fonction  prime,  quelles  que  soient  les  valeurs  de;'  et  de  a;  donc  elle 
sera  encore  une  fonction  prime,  si  à  ia  place  de  y  on  met  y  — f-  a-. 
Supposons  que  par  cette  substitution  ,  et  par  le  développement  suivant 
les  dimensions  de  a,  a' ,  co" ,  &c. ,  la  quantité  /^devienne  P  -\- p  H-  &c.  ; 
la  quantité  p  contenant  les  premiers  termes  du  développement  dans 
lesquels  a<,  ce' ,  a" ,  &c.  ,  ne  formeront  que  deux  dimensions  ,  on  en  con- 
clura, comme  plus  haut,  que  la  quantité/;  sera  en  particulier,  la  fonction 
prime  d'une  fonction  de  x ,  y  ,  y' ,  &c.  ,  a,  ce' ,  &c.  ;  mais  par  la  théorie 
générale  du  développement  des  fonctions  de  plusieurs  variables  (ii."  8  j) , 
il  est  facile  de  voir  qu'on  a  généralement  p  m:  ^  Q_  ;  donc  ,  la  quantité 
Q  sera  uuq  fonction  prime,  y  et  a  étant  quelconques;  donc  elle  sera 
encore  uwg  fonction  prime  en  y  substituant  y  H—  ce  pour  y-  Et  si  l'on 
suppose  que  jiar  cette  substitution  ,  et  par  le  développement  suivant  "les 
puissances  et  les  produits  de  a  ,  as' ,  (Sec.  ,  cette  fonction  devienne 
Q.  -f-  ^  H—  &c.  ,  la  quantité  «7  renfermant  ■  les  premiers  termes  du 
développement  où  les  cù,cû'  ,  ce" ,  &;c.  ne  formeront  que  trois  dimensions, 
on  en  conclura  aussi ,  comme  ci-dessus ,  que  la  quantité  ^  sera  ellc-mcme 
une  fonction  prime  ;  mais  par  la  théorie  du  développement ,  on  trouve 
aisément  /j  ■=.  )  R  :  donc  la  quantité  R  sera  elle-même  aussi  une 
fonction  prime  ,  et  ainsi  de  suite.  En  effet,  si  /-,  s.&ic,  sont  les  premiers 
termes  du  développement  des  quantités  R,Sj  Sec;  après  la  substitution 
de  y  —H  co  à  la  place  de  on,  cette  théorie  donnera  r  ■=.  ^S ,  s  =r  5  T ,  Sec.  ; 
doù  l'on  conclura,  en  suivant  le  même  raisonnement,  que  les  quantités 
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S,  T,  &c. ,  seront  aussi,  chacune  en  particulier,   Aa^   fonctions  primes. 

Donc  ,  toute  la  série  P  -\-  Q  -\~  R  '-\-  &c.  sera  nécessairement  la 
fonction  prime  d'une  fonction .^de  a-  ,  y  ,  / ,  &-C.  ,  a\  u' ,  &c.  ,  quelles  que 
soient  les  valeurs  dey  et  a  en  x.  Donc  la  quanlitéy  ^,v ,  y  — j—  a ,  v'  -+-  uJ  .  .  .) 
—  f  ( ^ '  y >  y'  •  •  •)'  ^^'^  ^^^  égale  à  cette  série,  sera  une  fonction  prime 
en  donnant  à  «une  valeur  quelconque,  et  par  conséquent  aussi  en  iaisant 

a  =r  V  ;  or,  dans  ce  cas,  la  fonction  f  (x,  y  — {—  ce,  y'  — |—  ce'  .    .    .  ) 

ne  sera  plus  qu'une  simple  fonction  de  .v  sans  y  ni  ce,  qui  pourra 
ctre  censée  la  fonction  prime  d'une  fonction  de  .v.  Donc  la  fonction 
f(x,y,  y' ,  y"  .  .  .)  sera  elle  -  mcme  nécessairement  la  fonction  prime 
d'une  fonction   de  .v  ,  y  ,  y' ,  &:c. 

11   suit  de-là  que   l'équation 

/'  (y)  —  [/'  (y') ]'  -H  [/'  (f)]"  —  c^c.  z=  o,    ■ 

contient    le    caractère    par    lequel    on    peut  reconnaître    si    la    fonction 
f  (^  '  J'  /  y"  '  '  •  )  ^^^  ou  non  luie  fonction   prime. 

On   trouvera  de   la  même   manière  que   les   deux  équations 

■    /'  (y)  —  [/'  (y')]'  -4-  [/'  (y") Y  —  &c.  =  o, 
/'  (z)  —  [f  (t)]'  -+-  [/'  (z)]"  —  &c.  ^  o, 

renferment  le  caractère  par   lequel  on   pourra  reconnaître  si  la  fonction 

f  {■'^  '  y  '  y'  >  •  ■  'Z'  z!  •  '  ■)  ^^^  ^^^  "«i^  "nt.^  fonction  prime,  les  quantitéi 
y  Gl  1  étant  indépendantes. 

Mais  si  la  quantité  ^dépendait  de  l'équation  (^(^.v,^,^''  .  .  .^,7'.  .  .  J  —  n, 
on  aurait ,  comme   dans    le    n."    181, 

f  (y)  —  [  f  (y')  ]'  -f-  [  /'  (y")  ]"  —  &c.  -^-  a  ^'  (y) 

—  [  ^<P'(y')  ]'  -H  [  A^Y/v  ]"  -  .^c.  =0, 
f  (z)  —  [f  (z)  ]'  H-   [  /'  (z)  ]"  —  c^c.  -4-  A  ^'  (^) 

—    [  A^YcV   ]'  -H    [  ^'P'(Z)   ]"  -  c^c.  ^o, 

et   l'équation  résultante  de  l'élimination  de  l'indéterminée  A,  contiendra 
le  caractère  qui  fera  reconnaître  si  la  fonction /(^.v,  y  ,  y'  ...  1,  -?'.,.  ) 
est  d'elle-même,  ou  non  ,  une  fonction  prime. 
Puisquelafonction  primiiivedela  quantité  4'  (y)-\--->:' f  (y' )d'  -^-f  (y" )-V-^c^ 

Lez 
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est  représentée  par  aH  -^  a,' y -\-  ce"  S^  -+-  &c.  f  /;."  i/i  J ,  en  omettant, 
ce  qui  est  permis ,  la  constante  arbitraire  a  ,  on  trouvera ,  de  la  même 
manière  ,  que  le  caractère  par  lequel  on  poiura  reconnaître  si  cette  fonction 
primitive  est  elle-même  une  fonction  prime,  sera  renfermée  dans  l'équation 

^  y'  _}_  J\"  —  §:c-.  =rr  o  ,  laquelle  ,  en  substituant  pour  /2  ,  y,  <^,  Sec. 

leurs  valeurs  f  /i."  172.),  devient 

/'  (y')  -  -{f  (f)  ]'  H-  3  [/'  (f)  Y  —  ^^-  =  o- 

Ainsi,  le  système  de  cette  équation  et  de  l'équation  trouvée  ci-dessus, 
renfermera  le  caractère  par  lequel  on  pourra  juger  si  lu  fonction 
f  /  x ,  y ,  y' ,  y"  .  .  . /'  est  d'elle-même,  ou  non,  la  fonction  seconde 
d'une  fonction  île  x  ,y  ,  y' ,  y"  ,  &c.  ;   et  ainsi  de  suite. 

Ces  diffcrentes  équations  répondent  à  celles  que ,  dans  le  calcul  diffé- 
rentiel,  on  nomme  conditions  d'inîégrahilité ,  et  dont  on  s'est  beaucoup 
occupé  dans  ces  derniers  temps.  Nous  nous  contenterons  ici  d'avoir  établi, 
d'une  manière  directe  et  rigoureuse,  le  principe  de  la  correspondance  de 
ces  équations  avec  celles  du  maximum  et  minimum  des  fonctions  primitives  ; 
et  nous  renverrons  ,  pour  ce  qui  concerne  l'usage  de  ces  équations  de 
condiiion  ,  aux   différens  ouvrages  qui  en  traitent. 

184.  Quoique  les  relations  employées  dans  le  n."  précédent,  entre  les 
premiers  termes/;,  -/,  r,  &c.  du  développement  des  quantités  P,  Q,  R,  &c. 
et  ces  mêmes  quantités,  soient  aisées  à  déduire  de  la  formule  générale  du 
développement  des  fonctions;  cependant,  comme  il  pourrait  être  utile, 
dans  plusieurs  occasions,  de  connaître  la  loi  générale  qui  doit  régner  entre 
les  termes  du  développement  primiiif  et  ceux  des  développemens 
secondaires,  nous  allons  la  donner  ici  d'une  manière  directe,  pour  servir 
de  supplément  à  la  théorie  du  développement  des  fonctions ,  exposée  dans 
la  première  partie. 

Considérons  ,  eu  généra!  ,  une  fonction  f  (x  .y  ,  Z-  ^  -  )  de  plusieurs 
variables  indépendantes  x  ,y,  i,^c.,  et  supposons  que,  par  la  substi- 
tution de  x-^-'J.,y-^9^,  l-^y>  &C-.  '^i  l'i  P'^i^"^'  de-v,;»,  z,  &c. ,  et  par  le 
développement  suivant  les  puissances  et  les  produits  de  a,,  /i,  y  ,  Sic. ,  cette 
fonction  devienne 

/{■•<>  y>z-  "J  '^ff^J  -^ff'-J  -^f(})  -^  ^'' 
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Je  Jcnote  ^ar  f  f  i  )  la  somme  de  tous  les  termes  où  les  quantités 
a.,  /3  ,  y  ,  &c. ,  seront  à  la  première  dimension,  par  /  (^2  y,  la  somme  de 
tous  les  termes  où  ces  mêmes  quantités  formeront  deux  dimensions ,  et 
ainsi  de  suite.  -    ^  '    •      ■ 

Supposons  de  plus  qu'en  faisant  la  même  substitution  et  le  mcme 
développement  dans  les  fonctions  f  (  i  J ,  j  (  ~  J  >  j  (  }  )  >  "^c. ,  elles 
deviennent 

f(i)    -^  f(^,    i  }   -\-f{^,    2;   -4-/^2,    3;    -H   &c., 

&c.  ;  -  . 

où  je  dénote  par  f  (  i  ,  \  )  ,  f  (  i  ,  ^  ) ,  &c, ,  les  rangs  successifs  àe? 
termes  du  développement  Ao.  j  (  \  ) ,  de  manière  que  puisque  les  quantités 
a.,  ^,  y,  &c.  sont  à  la  première  dimension  dans  y  (^  i  J  ,  elles  formeront 
deux  dimensions  dans  ffi,  i  J  ,  trois  dimensions  dans  f  f  ï  ,  2J  ;  et 
ainsi  des  autres.  Par  cette  notation  ,  on  voit  qu'en  général  la  quantité 
désignée  pav  f  f  m  ,  n)  renfermera  tous  les  termes  du  développement  de 
j  ( m )  ,  où  les  quantités  et,  /S,  y ,  8cc.  formeront  ;/;  — |—  //  dimensions. 

Cela  posé,  supposons  qu'on  substitue  d'abord  .v  —i—ci,y-\-,2,  [;— f- y.&c. 
dans  la  fonction  f  (  x ,  y ,  1  .  .  .  )  ,  elle  deviendra 

f{s,y,   z...)    -^f(i)   -^f(^)   -^f(i)   -1-   &c.; 

et  si  on  substitue  ensuite  dans  cette  quantité  .v  H-  maL,y  —f—  /h/3,  3  H—  iiiy,  &c. 
à  la  place  de  .v,  y  ,  7,  il  est  clair  qu'elle  deviendra 

/rv,7,3...; -t-   f{  I  ;-H   ff  z  ;-H   ff  3  ;-f-&c., 

_H//;/Y  I  J-^nrff  1  )-\-m\f(  3  ;  -f- ,^c.,  ^ 
-V-  mf{  r  ,  I  )-^m'f(  i  ,  .;  H-w/'/^^  i  ,  3  ;  -h-  &c. ,  ' 
-H  mf(  2  ,  I  ;  H-  «/Y,/  2  ,  2  ;  -4-  m'f{  2  ,  3  ;  h-  &c.  , 

-+-  /«773  ,  I  ;  -+-  /;/773  ,  2  ;  -H  //i'/f"  3 . 3  ^  H-  &^. . 

H-&C. 
D'un  autre  coté,  il  est  visible  que  ces  deux  substitutions  successives 
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équivalent    à   une    substitution    unique    qu'on    ferait   dans    la   fonction 
f  {  ^'  >  y  '  Z  '  •  '  )  '  ^^'^  mettant 

X  -\-  {  i  -i-  Hi  Jx,  y  -{-  f  i  -j-  VI  ) p.,  i  -\-  (  i  -j^  m)y,  &LC. 
à  la  place  de  x ,  y ,  i,  &c. ,  et  qui  donnerait,  par  ie  développement, 
f(x,y,i.  .  .)^(,-^,n)f(i)^(i  -^,nJ'f(^)-^{l-^m)^f(^)-^S,c. 

Ainsi ,  il  faudra  que  ces  deux  déveioppemens  soient  identiques ,  et  que 
par  conséquent  les  termes  qui  renferment  lesmcmes  dimensions  de  a., (S,  y^&c. 
soient  égaux  de  part  et  d'autre ,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  quantité  ///. 
On  aura  donc  les  comparaisons  suivantes  : 

ffzj  -f-  m'fN  -h-  niffi,  ij  =fi-\-  n,)'f(i)  , 

f(^)  -f-  mj(^)  -f-  //;■/('  1 ,3;  -+-  m-f(z,z)  -f-  wf(^,  ,x)^(i-^-  m)J(j^); 

.  et  ainsi  de  suite.  ,  ,  ,.   ^ .^   , 

Et  comparant  encore  les  termes  affectés  àes  mêmes  puissances  de  vi , 
on  tirera  ces  valeurs , 

.■f(^,^)   rzr:   zf(z). 

.    &c. 

Dans  le  cas  du  n."  i  8  3  ,  en  prenant  les  quantités  j,  7' ,/'/ &c,  pour 
autant  de  variables  indépendantes,  et  ce,  cJ  ,  où'  ,  &c.  pour  les  quantités 
dont  O!)  les  fait  croître  respeciivemeiil  ,  il  est  clair  (jue  les  quantités 
P  ,Q,  R  ,  ccc.  répondent  aux  quantités  j  (  i  )  ,  f(  z)  ,  /Y  3  ) ,  <Scc.,  et 
ies  quantités  /)  ,  -7,  r,  &c.  aux  (piantités  f(i  ,  i  ),  f(i,  \).  j(}  .  \  ),&^^. 
Ainsi  les  formules  précédentes  donnent  sur-le-champ  ies  relations  p  z=z  1  Q, 
fj  =  ^  R ,  &c.  ,  dont  nous  avons  fait  usage. 

Nous  remarquerons  encore  que ,  d'après  les  relations  précédentes  ,  on 
pourrait  simplilier  la  démonstration  du  même  numéro.  Car  puisque  la 
quantité  P  ouf(  i  )  ç$i  une  fonction  prime,  y  et  w  étant  quelconques, 
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toutes  les  quantités  f(\,  \),f(i,z),f(i,  }  ) ,  «Sec. ,  qui  rcîultent 
du  développement  de /(^  i  ) ,  seront,  chacune  en  particulier,  des  fonctions 
primes  ;  donc  les  quiuititc.-.  f(z  )  .  f(  }  )  .  /(^4  A  ^«-^  .  c'est  -  à  -  dire  , 
Q_,  R,  S,  &.C.  ,  seront  des  fonctions  primes;  donc,  &.c.  ; 

Nous  terminerons  ici  les  applications  de  la  théorie  des  fonctions  à  fa 
géométrie  :  nous  aurions  pu  les  étendre  plus  loin  ,  si  les  bornes  de  cet 
écrit  l'avaient  permis;  mais  il  suffit  d'avoir  tracé  la  route ,  pour  démontrer 
en  toute  rigueur  ,  par  cette  théorie  ,  les  propriétés  iXas  courbes  et  des 
surfaces  qui  dépendent  du  calcul  diiiéreniiel. 

Ajflicatioîi    à  la  Mccanique. 

185.  Je  vais  maintenant  considérer  la  théorie  des  fonctions  relativement 
à  la  mécanique.  Ici  les  fonctions  se  rapportent  essentiellement  au  temps  , 
que  nous  désignerons  toujours  par  //  et  comme  la  position  d'un  point 
dans  l'espace  dépend  de  trois  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  Z'  ^es 
coordonnées,  dans  les  problèmes  de  mécanique,  seront  censées  être  *\es 
fonctions  cie  r.  Ainsi  on  peut  regarder  la  mécanique  comme  une  géométrie 
à  quatre  dimensions  ,  et  l'analyse  mécanique  comme  une  extension  de 
l'analyse  géométrique. 

Considérons  d'abord  le  mouvement  rectiligne  ,  et  supposons  que  .v  soit 
l'espace  parcouru  pendant  le  temps  t,  on  aura  x  =z  ft ,  et  la  fonction  ff 
devra  être  telle  qu'elle  devienne  nulle  lorsque  .y  zzz  o.  La  forme  ia  plus 
simple  de  ft  est  évidemment  ût;  ce  qui  donne  .v  zzr  at ,  a  étant  une 
constante  :  ainsi ,  dans  le  mouvement  représenté  par  cette  équation  ,  les 
espaces  parcourus  sont  toujours  proportionnels  aux  temps  écoulés  depuis 
Je  commencement  du  mouvement;  ce  qui  est  la  propriété  du  mouvement 
qu'on  appelle  u/iifornie.  La  constante  a,  qui  exprime  le  rapport  de  l'espace 
au  temps  ,  est  la  mesure  de  ce  qu'on  nomme  la  vitesse  ;  c'est  le  seul 
clément  qui  entre  dans  cette  espèce  de  mouvement ,  et  par  lequel  un 
mouvement  uniforme  diffère  d'un  autre  mouvement  uniforme. 

L'observation  et  l'expérience  nous  font  voir  qu'un  corps  mis  en  mou- 
vement  d'une  manière  quelconque,  si  on  écarte  toutes  les  causes  d'altération 
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qui  peuvent  agir  sur  lui ,  continue  à  se  mouvon*  Je  lui-mûrtie  d'un 
mouvement  rectiligne  et  unhorme;  d'où  i!  suit  que  la  vitesse  une  fois 
imprimée ,  se  conserve  toujours  la  même  ^  et  suivant  Ja  même  direction  : 
c'est  en  quoi  consiste  la  première  loi  du  mouvement. 

Si  on  représente  le  temps  par  l'abscisse,  et  l'espace  parcouru  par  l'or- 
donnée d'une  ligne,  il  est  clair  que  cette  ligne  sera  pour  le  mouvement 
uniforme  une  droite  passant  par  l'origine  des  abscisses  ,  et  que  la  tangente  de 
l'angle  qu'elle  fait  avec  l'axe  sera  la  mesure  de  la  vitesse  du  mouvement. 

i8(5.  La  fonction  de  t,  la  plus  simple  après  at,  est  ht';  en  prenant 
cette  expression  pour  ft,  on  aura  une  autre  espèce  de  mouvement 
rectiligne  représenté  par  l'équation  .v  z=:  ht'  ,  dans  laquelle  les  espaces 
parcourus  depuis  l'origine  du  mouvement  sont  proportionnels  aux  carrés 
de  temps. 

L'observation  et  l'expérience  nous  présentent  aussi  journellement  ce 
mouvement  dans  les  corps  qui  tombent  par  leur  pesanteur  ,  en  faisant 
abstraction  de  la  résistance  de  l'air  ,  et  de  toute  autre  cause  étrangère 
d'altération.  La  constante  b,  qui  est  le  seul  élément  qui  entre  dans  la 
constitution  de  ce  mouvement ,  est  la  même  pour  tous  les  corps  dans  le 
même  lieu  de  la  terre  ,  et  dépend  de  la  force  de  la  gravité  qui  le  produit 
et  qui  ao'it  sans  cesse  de  la  même  manière  sur  le  mobile.  Ainsi  ce  mou- 
vement ne  se  continue  qu'en  vertu  de  la  force  qu'on  peut  regarder  comme 
une  cause  extérieure  agissant  continuelleincnt  sur  le  corps ,  et  dont  le 
coefficient  b  est  la  mesure, 

Comme  dans  ce  mouvement  les  espaces  augmentent  en  plus  grande 
raison  que  les  temps,  on  le  nomme  mouvement  accéléré ,  et  en  particulier, 
on  appelle  celui  dont  il  s'agit,  uniformément  accéléré ,  par  la  raison  que 
nous  verrons  dans   un  moment. 

Si  on  représente  ici  le  temps  par  l'abscisse ,  et  l'espace  parcouru  par 
l'ordonnée   d'une  courbe  ,   on   voit  que  cette   courbe  sera  une   parabole 

dont  le  parainètre  sera  -y-  ,     et    dont    l'axe    principal    sera    l'axe   des 

ordoiuiécs  y. 

Le 
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Le  mouvement  le  i^ius  simple,  après  celui  que  nous  venons  de  consi- 
dcrci- ,  serait  celui  où  l'on  aurait  .v  =:  r  r';  mais  la  nature  ne  nous  odre 
aucun  mouvement  simple  de  cette  espèce  ,  et  nous  ignorons  ce  que  le 
coefficient  f  pourrait  représente?  ,  en  le  considérant  d'une  manière  absolue 
et  indépendante  des  vitesses  et  des  forces. 

Ce  sont  là  les  mouvemens  simples  dont  toutes  les  autres  espèces  de 
mouvement  peuvent  être  regardées  comme  composées  ;  et  l'art  de  la  méca- 
nique consiste  dans  cette  composition  et  décomposition  ,  d'où  résultent  les 
rapports  entre  les  temps  ,   les  espaces ,  les  vitesses  et  les   forces. 

I  87.  Si  l'on  réunit  les  deux  espèces  de  mouvement  que  nous  venons  de 
considérer,  on  aura  le  mouvement  représenté  par  l'équation  .v  zir:  at  H-  l>  t' , 
qui  sera  par  conséquent  composé  d'un  mouvement  uniforme  et  d'un  mouve- 
ment uniformément  accéléré,  et  qui  résultera  de  la  réunion  des  deux  causes 
qui  peuvent  produire  chacun  d'eux  en  particulier  ,  c'est-à-dire,  d'une  vitesse 
proportionnelle  à  n .  primitivement  imprimée,  et  d'une  force  accélératrice 
proportionnelle  à  /' ,   agissant  continuellement  siu-  le  mobile. 

La  nature  nous  offre  aussi  la  composition  de  ces  deux  ninu\emens  dans 
les  corps  pesans  lancés  verticalement  de  haut  en  bas ,  ou  de  bas  en  haut , 
en  faisant  abstraction  de  la  résistance  de  l'air,  et  de  toute  autre  cause 
étrancfère.  Dans  les  corps  lancés  verticalement  de  haut  en  bas ,  la  force  h 
agit  dans  la  direction  même  du  mouvement ,  comme  nous  le  supposons  ; 
mais  dans  les  corps  lancés  verticalement  de  bas  en  haut ,  la  force  h  agit 
en  sens  contraire,  et  devient  par  conséquent  négative;  elle  tend  ainsi  à 
retarder  le  mouvement  du  corps,  et  s'appelle  alors /o/tT  rctdrddtiice.  Le 
mouvement  lui-mcme  s'appelle  ,  dans  ce  cas ,  unifonnénient  retarde. 

L'observation  nous  fait  voir  que  ,  dans  la  composition  de  ces  deux 
mouvemens  ,  chacun  d'eux  se  conserve  comme  s'il  était  seul  dans  le 
mobile  ,  de  manière  que  l'espace  parcouru  au  bout  d'un  temps  quelconque, 
est  exactement  la  somme  ou  la  différence  des  espaces  que  le  mobile  aurait 
parcourus  séparément  en  vertu  (\qs  deux  causes  (jui  produisent  les  deux 
mouvemens  ;  de  sorte  que  le  résultat ,  c'est-à-dire,  l'espace  parcouru  ,  est 
le  même  que  si  les  deux  mouvemens  avaient  lieu  séparément  et  succes- 
sivement. 

Ff 
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i8  8.   Consîdirons  maintenant  un    mouvement  rectiligne  quelconque 

représenté  par  i'équntion  .v  zjz  ft.  Au  bout  Ju  temps  t,   le  mobile  aura 

parcouru  l'espace//;  et  au  bout  du  temps  t  —\-  G,  il  aura  parcouru  l'espace 

f{ti-i-  Q  J  :  par  conséquent ,  la  différence  jTY  t  —H  ^  J //  sera  l'espace 

parcouru  pendant  le  temps  G ,  qui  a  commencé  à  l'instant  où  le  temps 

/  a  fini.  La  {onction  f  f  t  -+-  ^  )  étant  développée  suivant  les  pui5sances 

9" 
de  9,  devient//^  — |—  ^j' i  -\ f"t-\-  Sec,  comme  on  l'a  vu  dans  la 

première  partie  ;  donc  l'espace  parcouru  durant  le  temps  9,  sera  représenté 

par  la  formule  èf't  -\ '■ — f"t-\-  — '■ f"'t  -+-  &c. ,  dans  laquelle  le 

temps  t  écoulé  avant  le  temps  6  est  maintenant  regardé  comme  une 
constante.  Ainsi  le  mouvement  par  lequel  cet  espace  est  parcouru ,  sera 
composé  de  différens  mouvemens  partiels  ,  dont  les  espaces  répondant  au 

temps  oseront  0/'/,  f't,  /'"/,  (Sec.  ;  et  l'on  voit  que  le  premier 

de  ces  mouvemens  partiels  sera  imiforme  avec  une  vitesse  mesurée  par 
f't  (  11.'  I  8 )  )  ,  et  que  le  second  sera  uniformément  accéléré  et  dû  à  une 
force  accélératrice  proportionnelle  à  \f"t  (  ii."  i  86 ).  A  l'égard  des  auires  , 
comme  ils  ne  se  rapportent  à  aucun  mouvement  simple  connu  ,  il  ne 
sera  pas  nécessaire  de  les  considérer  en  particulier ,  et  nous  allons  faire  voir 
qu'on  peut  en  faire  abstraction  dans  la  détermination  du  mouvement  au 
commencement  du  temps  9. 

En  effet,  si  on  développe  la  fonction/^/  — f-  '^)  ,  suivant  la  formule 

t  *  fi  ' 

générale  du  n."  147,  on  aura//-+- c/V  H —f^~^~ — /"'f^-^'^V' 

A  étant  un  coèfîicient  inconnu  ,  dont  la  valeur  est  nécessairement  comprise 
entre  o  et  1  ;  de  sorte  que  l'espace  parcouru  dans  le  temps  6,  sera  exprimé 

exactement  par  la  formule  G/'/  -\ f't  H f"'f^  ~^~  A  G  y'. 

Les  deux  premiers  termes  représentent,  comme  l'on  voit,  le  mouvement 
composé  d'uniforme  et  d'uniformément  accéléré  ;  le  troisième  représente 
la  totalité  des  autres  mouvemens,  (jui  se  combinent  avec  celui-là,  et  qui 
empêchent  le  vrai  mouvement  d'être  un  simple  résultat  de  ces  deux.  Mais 
j'observe  qu'on  peut  prendre  9  assez  petit  pour  que  le  mouvement  composé 
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des  deux  termes  ^f  t  -\ /"/  approche  plus  du  véritable  mouvement 

que  ne  pourrait  faire  tout  autre  mouvement  compose  d'un  mouve- 
ment uniforme  et  d'un  mouvement  uniformément  accéléré.  Car  la 
différence  des  espaces  parcourus  pendant  le  temps  6 ,  par  le  mouvement 
composé  dont  il  s'agit ,    et  par  le  véritable  mouvement ,   sera  exprimée 

par  — — f"  (t  -H  A  6y  ;  mais  l'espace  parcouru  par  tout  autre  mouvement 

composé  d'un  uniforme  et  d'un  uniformément  accéléré ,  étant  représenté 
par  t/9  —I—  ^6*  (11."   1  8y  )  ,  la  différence  entre  cet  espace  et  le  véritable 

G' 

espace  parcouru  sera  6  ^/'r  —  a)  -\-W'  ({f"  t  —  b)  -\ f"  {t-{-\Ç!j  ; 

et  il  est  aisé  de  prouver  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  du  n.°  i  1 1 ,' 
que  tant  que  a  et  b  diffèrent  de  f  t  et  jf"  t,  on  pourra  toujours  prendre 
G  assez  petit  pour  que  cette  dernière  différence  surpasse  la  première  ,  et 
que  dès  que  cette  condition  aura  lieu  pour  une  valeur  de  8 ,  elle  aura 
lieu ,  à  plus  forte  raison ,  pour  toutes  les  valeurs  plus  petites.  Donc  le 
terme  G/'/  exprime  tout  ce  qu'il  peut  y  avoir  d'unitorme  dans  le  mouvement 

proposé ,  considéré  au  commencement  du  temps  6 ,   et  le  terme  — —  /"  t 

exprime  de  même  tout  ce  qu'il  peut  y  avoir  dans  ce  mouvement,  d'uni- 
formément accéléré. 

On  peut  conclure  de-là  que  tout  mouvement  rectiligne,  représenté  par 
l'équation  x  :=./(,  peut,  dans  un  instant  quelconque  au  bout  du  temps  t, 
être  regardé  comme  composé  d'un  mouvement  uniforme  dû  à  une  vitesse 
imprimée  au  mobile,  mesurée  par  f  t ,  et  d'un  mouvement  uniformément 
accéléré  dû  à  une  force  accélératrice  agissant  sur  le  mobile  et  propor- 
tionnelle à  if"  t,  ou  simplement  à  y" /^/  que  par  conséquent,  si  les  causes 
qui  empêchent  le  mouvement  proposé  d'être  uniforme,  venaient  à  cesser 
tout-à-coup,  le  mouvement  se  continuerait ,  dès  cet  instant,  d'une  manière 
uniforme  avec  une  vitesse  mesurée  par /'/;  et  que  si  l'effet  de  ces  causes  , 
au  lieu  de  devenir  nui  ,  devenait  constant,  le  mouvement  deviendrait 
composé  du  mouvement  uniforme  dont  nous  venons  de  parler  ,  et  d'un 
mouvement  uniformément  accéléré  ,  commençant  au  même  instant  ,  en 
vertu  d'une  force  accélératrice  constante  et  proportionnelle  à/'V. 

Ff  2 
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Pluiieurs  phcnomcnes  de  la  nature  ,  et  sur -touf  les  résultats  des  diffé- 
rentes expériences  qu'on  a  imaginées  sur  la  clune  des  corps  ,  confirment 
pleinement  la  conclusion  que  nous  venons  de  trou\  cr  ,  et  qui  doit  être 
regardée  comme  le  principe  fondamental  déboute  la  théorie  du  mouvement. 

189.  Donc,  en  général,  dans  tout  mouvement  rectiligne  dans  lequel 
l'espace  parcouru  est  une  fonction  donnée  du  temps  écoulé,  la  fonction 
prime  de  cette  fonction  représentera  la  vitesse  ,  et  la  fonction  seconde 
représentera  la  force  accélératrice  dans  un  instant  quelconque  ;  car,  comme 
les  temps  ,  les  espaces ,  les  vitesses  et  les  forces  sont  des  choses  hétérogènes 
qu'on  ne  peut  comparer  ensemble  qu'après  les  avoir  réduites  en  nombres 
en  les  rapportant  chacune  à  une  unité  déterminées  dans  son  espèce,  nous 
pouvons,  pour  plus  de  simplicité,  exprimer  immédiatement  la  vitesse  et 
la  force  par  les  fonctions  primes  et  secondes  ,  comme  nous  exprimons 
J'espace  par  la  fonction  primitive.  D'où  l'on  voit  que  les  fonctions  primes 
et  secondes  se  présentent  naturellement  dans  la  mécanique ,  où  elles  ont 
une  valeur  et  une  signification  déterminées  :  c'est  ce  qui  a  porté  Newton 
à  établir  le  calcul  des  fluxions  sur  la  considération  du  mouvement.  Ainsi, 
l'espace  ,  la  vitesse  et  la  force  étant  regardés  comme  des  fonctions  du 
temps  ,  sont  représentés  respectivement  par  la  fonction  primitive  ,  par 
5a  fonction  prime  et  par  sa  fonction  seconde  ;  de  manière  que  connais- 
sant l'expression  de  l'espace  par  le  temps ,  on  aura  tout  de  suite  celles 
de  la  vitesse  et  de  la  force  par  l'analyse  directe  des  fonctions  ;  mais  si 
on  ne  connaît  que  la  vitesse  ou  la  force  par  le  temps ,  il  faudra  alors 
remonter    aux  équations  primitives   par  les  règles  de  l'analyse  inverse. 

Désignant  donc  par  .Y  l'espace  parcouru  durant  le  temps  /,  et  regardant 
X  comme  fonction  de  l ,  on  aura,  suivant  la  notation  employée  jusqu'ici , 
.v'  pour  la  vitesse  au  bout  de  ce  temps ,  et  .v"  pour  la  force  accélératrice 
dans  le  même  instant  ;  d'où  l'on  voit  que  si  la  loi  du  mouvement  est 
donnée  par  ime  relation  entre  le  temps,  l'espace,  la  vitesse  et  la  force, 
on  aura  une  équation  du  second  ordre  entre  t,  x,  x' ,  x",  d'où  il  faudra 
tirer  l  équation  primitive  en  t  en  .v  par  les  règles  de  l'analyse  inverse 
des  lonctions  ;  et  on  déterminera  les  deux  constantes  arbitraires  qui 
entreront  dans  cette  équation,  par  les  valeurs  données  de  x  et  de  .v'  dans 
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un  instant  donné  ,  c'eit-à-dire,  par  l'ejpace  et  la  vitesse  ,  qu'on  suppose 
connus   dans  cet  instant. 

Dans  le  mouvement  uniforme  représenté  par  i'équaiion  .v  r=  at ,  on 
aura  donc  .v'  :z=:  n  ,  x  z=:  o;';ainsi  le  coèlHcicnt  a ,  rapport  de  l'espace 
parcouru  au  temps  ,  exprimera  la  vitesse ,  et  la  force  accélératrice  sera 
nulle.  Dans  le  mouvement  uniformément  accéléré  et  représenté  par  x  —  /<  t"- 
on  aura  .v'  r=  1  ht  et  .v"  z:^  2  h.  Ainsi  la  vitesse  dans  un  instant  quelconque 
est  proportionnelle  au  temps  écoulé  depuis  l'origine  du  mouvement.  Le 
rapport  entre  la  vitesse  et  le  temps  exprime  la  force  accélératrice,  et  est 
double  du  rapport  entre  l'espace  parcouru  et  le  carré  du  temps.  L'augmen- 
tation continuelle  et  uniforme  de  la  vitesse  dans  cette  espèce  de  mou- 
vement, lui  a  fait  donner  le  nom  de  mouvement  uniforméiueiit  accélère'. 

Ce  qu'il  y  a  de   plus   simple  et  de  plus   naturel   pour  comparer  \qs 
forces  accélératrices  ,  c'e^t  de  prendre  la  force  de  la  gravité  dans  un  lieu 

donné  pour  l'unité.  Ainsi  on  aura  pour  les  corps  pesans  2  ^=zr  i  ,et  Z-rzir  / 

donc  .Y  zzr  —  ,  .v'  =  /  ::=  \    1  x  ;  de  sorte  qu'on  peut  déterminer  la 

vitesse  par  la  racine  carrée  du  double  de  la  hauteur  d'où  un  corps  pesant 
doit  tomber  pour  acquérir  cette  vitesse.  Par  conséquent ,  si  on  veut 
prendre  une  vitesse  donnée  pour  l'unité  des  vitesses ,  il  faudra  alors 
prendre  pour  l'unité  cies  espaces  le  double  de  la  hauteur  nécessaire  pour 
la  produire. 

1 90.  Nous  venons  d'examiner  la  nature  et  les  propriétés  du  mouvement 
rectiligne  ;  le  mouvement  curviligne  se  réduit  naturellement  à  deux  ou 
trois  mouvemens  reciilignes  ,  suivant  que  la  courbe  décrite  par  le  mobile 
est  à  simple  ou  à  double  courbure.  En  effet,  en  rapportant  cette  courbe 
à  deux  ou  trois  coordonnées  rectangulaires  x ,  y ,  ^,  il  est  clair  que  la 
détermination  du  point  de  la  courbe  où  le  mobile  se  trouvera  à  chaque 
instant ,  dépendra  de  la  valeur  de  ces  coordonnées  au  même  instant  de 
sorte  que  chacune  de  ces  coordonnées  sera  une  fonction  donnée  du  temps 
et  pourra  représenter  l'espace  rectiligne  parcouru  par  un  mobile  qui  serait 
la  projection  du  vrai  mobile  sur  chacuii  des  trois  axes  Aqs  mêmes 
coordonnées. 
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Ainsi ,  si  ie  mouvement  se  fait  dans  un  plan  ,  K  pourra  être  représenté 
par  les  deux  équations  x  =zi  fe ,  y  =.  Ft ,  d'où  éliminant  t ,  on  aura  en 
X  ex.  y  l'équation  de  la  ligne  parcourue  par  ie  mobile.  Si  le  mouvement 
se  fait  dans  des  plans  différens ,  il  serar.»  représenté  alors  par  les  trois 
équations  x  =  ft,  y  zzl  Ft ,  1  zrr  <pt ,  d'où  éliminant  /,  on  aura  deux 
équations  en  x,y ,  1,  qui  détermineront  la  ligne  à  double  courbure  décrite 
par  le  corps. 

ipi.  Supposons  d'abord  que  les  trois  mouvemens  relatifs  aux  axes 
des  ,v,  y,  1  soient  uniformes,  on  aura  x  ■=:.  at  ,  y  z:zl  bt ,  i  zzz  et , 
a ,  h ,  c   étant   les   vitesses    de  ces   mouvemens.    Eliminant  t ,    on   aura 

y  -_zzi  et   7  ■=.  ,  deux  équations  qui  appartiennent  à  une  ligne 

droite  passant  par  l'origine  des  coordonnées  ,  et  dont  les  projections  sur 
les  plans  des  .v ,  ;'  et  àes  x,  1  font,  avec  l'axe  des  .v ,   des  angles   dont 

et  sont  les  tangentes.  La  partie  de  cette  droite  qui  répond  aux 

a  a 

coordonnées  x,y ,  z.  sera  donc  y  {x'  -\~y^  -H  i')  :=.  tV  (a''  -+-  b'  -+-  rV  ; 
ce  sera  l'espace  décrit  pendant  le  temps  /,  en  vertu  des  trois  mouvemens 
uniformes.  Ce  mouvement  composé  sera  donc  aussi  rectiligne  et  imiforme, 
avec  une  vitesse  égale  à  y  (n''  -+-  b'  -f-  c').  A  Tégard  de  sa  direction, 
il  est  plus  simple  de  la  rapporter  aux  trois  axes  des  coordonnées  x,y,  3, 
et  il  est  visible  que,  puisque  at ,  bt,  et  sont  les  projections  de  la  ligne 

t\/ /a''  H-  b'  --h-  t'V  sur  les  trois  axes,  les  rapports  ^ -— , 

'     '  '  V  (a    -{-  b    -^  C ) 

_ ,    ; —  seront  les  cosinus  des  angles  que 

cette  direction  fait  avec  les  mêmes  axes.  La  somme  des  carrés  de  ces 
cosinus  est,  comme  l'on  voit,  égale  à  l'unité  ,  ce  qui  est  la  propriété 
connue  des  angles  qu'une  même  droite  lait  avec  trois  autres  droites  per- 
pendiculaires eiur'elles. 

192.  Nommons  A  la  vùesse  du  mouvement  composé,  et  a,  /3,  y  les 

angles    que    la    direction  de  ce  mouvement  fait  avec  les  trois  axes  ,  on 

aura  A   zz:   V  (  a     -+-   b"   -+-   e"  )  et 

a  h  c 

^n  COS.   en ,  —-    z^  cos.  (6 ,  — -    ■:zzz  ces.  y  ; 

A  A  A 
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J'où  l'on  tire 

a  =.  A   COS.   a. ,   ù  zziz  A   COS.   ic ,   c   z=z  A   cos.   7. 

On  voit  par -là  comment 'va  vitesse  A  d'un  mouvement  uniforme, 
suivant  une  direction  donnée  ,  peut  se  décomposer  dans  trois  vitesses 
a,  b,  c  suivant  des  directions  perpendiculaires  entre  elles. 

Si  donc  un  corps  avait  à  la  fois  deux  vitesses  A  et  B  suivant  des 
directions  données  ,  faisant ,  avec  trois  axes  perpendiculaires  entre  eux , 
les  angles  respectifs  a.,  /3,  y  et  A,  ju. ,  v,  il  en  résulterait,  suivant  ces 
mêmes  axes,  les  vitesses  composées /i  cos.  a.-\- Bcos.X,  Acos.[i-\-Bcos.  u, 
A  cos.  y  — f—  B  COS.  V  ;  et  ces  vitesses  donneraient  une  vitesse  unique  C , 
avec  ime  direction  qui  ferait ,  avec  les  mêmes  axes ,  les  angles  ir,  0 ,  o- , 
de  manière  que  l'on  aurait  . 

C  COS.  TT  3z:  A  cos.  a.  — |—  B  cos.  A , 
C  COS.  5>  r=  A  cos.  /3  -4—  B  cos.  ^ , 
C  COS.    (7     -^z.   A    cos.    y   -+-    B   COS.    y. 

Comme  les  lignes  A  cos.  a.  ,  ^4  cos.  /2  ,  A  cos.  y  sont  les  projections 
sur  les  trois  axes  de  la  ligne  A  prise  sur  la  direction  de  la  vitesse  A , 
et  ainsi  des  autres  quantités  semblables,  il  est  facile  de  conclure  des  équations 
précédentes  ,  que  ,  si  on  place  les  deux  lignes  A  et  B  l'une  au  bout 
de  l'autre,  suivant  leurs  propres  directions  ,  la  ligne  C  joindra  ces  li<ynes 
de  sorte  que  A  ,  B  ,  (useront  les  trois  côtés  d'un  triangle;  et  si ,  sur  les  deux 
lignes  A  et  B  partant  d'un  même  point,  on  construit  un  parallélogramme, 
la  ligne  C  en  sera  la  diagonale.  De  cette  manière,  la  composition  et 
décomposition  des  vitesses  se  réduit  :i  une  considération  géométrique  très- 
simple  ;  mais  pour  le  calcul ,  il  est  plus  simple  encore  de  tout  rapporter 
à  trois  axes  perpendiculaires  entre  eux  par  les  formules  précédentes  ,  qu'on 
peut  étendre  à  autant  de  vitesses  qu'on  aura  à  composer. 

Nous  remarquerons  encore  que  si  on  nomme  A  l'angle  des  deux  lit^nes 
Aet  B  partant  d'un  même  point,  le  carré  de  la  ligne  qui  les  joindra,  sera 
exprimé,  comme  l'on  sait,  par  A^  —  zAB  cos.  A  -\-  B\  D'un  autre 
côté,  en  considérant  les  projections  de  ces  lignes,  il  est  aisé  de  voir  que 
ce   même   carré   sera  exprimé   par    (  A  cos.  «.   —   £  cos.    a  /      |  - 
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(  A  COS.  H  —  B  COS.  ^t  /  -h-  (A  COS.  7  —  B  cos.  v  /  =  ^'  -h-  5'  — 
z  A  B  ( COS.  a.  COS.  A  —H  cos,  /3  cos.  /.',  — J—  cos.  y  cos.  v  ) ,  d'où  l'on  lire, 
par  la  comparaison ,  cos.  A  :z=:  cos.  a  cos,  A  — J—  cos.  /S  cos.  yw.  -4-  cos,  y  cos.  v , 
équation  qui  donne  la  relation  entre  l'ani^ie  A  de  deux  lignes  et  les  angles 
ai ,  li ,  y  çi  \,  IX. ,  V  que  ces  lignes  font  avec  trois  axes  perpendiculaires 
entre  eux.  Cette  relation  est  connue  dans  la  trigonométrie  sphérique  ;  mais 
comme  nous  aurons  occasion  d'en  faire  usage  dans  la  suite ,  nous  avons 
été  bien  ai^es  de  la  démontrer  par  la  méthode  i\qs  projections. 

icjj.  La  considération  des  mouvemens  uniformes  nous  a  donné  la 
composition  et  la  décomposition  des  vitesses  ;  celle  des  mouvemens  unifor- 
mément accélérés  nous  donnera  de  même  la  composition  et  la  décompo- 
sition des  forces. 

En  effet ,   supposons   que  les   trois   mouvemens  rectilignes   suivant  les 
axes  des  coordonnées  x ,  y ,  i,   soient  un'formément  accélérés  et  produits 
par  des  forces  accélératrices  g  ,  h  ,  k  ,  on   aura  (  n."   i  8 ^  ) 
s   :=:  \gr  ,  y   zzzi   ^hr  ,   l  z=  \kr. 

h  X  h  X  •     r  • 

L'élimination  de  /  donne   y  := ,   7    z= ,   ce   qui   lait  voir 

•^  cr  ^  or  ' 

o  o 

(lue  la  liane  décrite  en   vertu  de  ces  mouvemens  ,  est  aussi  une  droite 

I  o 

passant  par  l'origine  des  coordonnées.  La  partie  de  cette  droite  qui  répond 

aux  coordonnées  .v ,  y ,  Z  ^^'"'^  *-^°"'^  ^^^^'^  ^  (  ^'  -^  J'  -^  l  ) 
—  i  /-  \^  (  o'  -4-  //''  — i—  /;'  )  ;  "ce  sera  l'espace  parcouru  par  le 
mouvement  composé,  pendant  le  temps  t;  d'où  l'on  voit  que  ce  mouvement 
sera  aussi  uniformément  accéléré ,  et  dû  à  une  force  accélératrice  égale 
à  V  {  s,""  -H—  /'"  H—  f^'  )•  Et  comme  les  lignes  \gt'' ,  \ht',  jAt'  sont 
les  projections  de  la  ligne  {r  /,^/  -H  //'  -f-  k" J   sur  les  trois  axes  , 

les  rapports  -^^jjrfjrTJ^  '    v  (f- -,- h^ -^  k^  )    '     V.(g'-^h-^  r; 
seront  les  cosinus  des  angles  que  la  direction  du  mouvement  composé  fera 
avec  les  mêmes  axes. 

On  voit  par-là  que  la  composition  à^s  mouvemens  imiformément  accélérés 
suit  les  mêmes  règles  que  celle  des  mouvemens  uniformes  ,  et  que  par 
conséquent  la  composition  et  décomposition  des  tovces  se  fait  de  la  même 

manière 
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manière  que  celle  de^*  vitesses  ;  de  sorte  que  les  formules  trouvées  dans  le 
numéro  précédent,  s'appliqueront  également  aux  forces  accélératrices,  eu 
substituant  simplement  les  forces  aux  vitesses. 

Ainsi,  si  un  mobile  est  sollicité  à  la  fois  par  deux  forces  G  et  H,  suivant 
des  directions  données ,  dont  les  angles  avec  trois  axes  perpendiculaires 
entre  eux  soient  respectivement  * ,  /3 ,  7  et  A,  /,'. ,  v ,  il  en  résultera,  suivant 
les  directions  des  trois  axes,  les  forces  composées  G  cos.  a.  —\-  J / cos.  A, 
G  COS.  fâ  H—  H  cos.  u. ,  G  COS.  y  —I—  H  cos.  v  ;  et  si  K  est  la  force 
imique  résultant  de  celles  -ci,  en  nommant  tt,  ^,  o-  les  angles  que  sa 
direction  fera  avec  les  mêmes  axes  ,  on  aura  les  équations 

K  cos.  TT  rrr   G  cos.   a  — [-   H  cos.   A  ,         . 

K  cos.   ^    rz:   G  cos,   /S  —H   H  cos.   ^a, 

/f  C05.    cr     =z    C   cos.    7  —H   ti  cos.    r.  ^ 

ip4..  Si  les  mouvemens ,  suivant  les  axes  des  coordonnées  ,  étaient  com- 
posés d'uniformes  et  d'uniformément  accélérés  ,  de  manière  que  l'on  eût 
A-  =z  rt  r  -H  ^gt' ,  y  z=z  ùt  -+-  j/ir  ,  z  =  et  -\-  ^kr ,  alors  la  ligne 
décrite  en  vertu  de  ces  mouvemens,  ne  serait  plus  droite ,  elle  serait  seule- 
ment dans  un  même  plan  passant  par  l'origine  des  coordonnées;  car,  en 
éliminant  t  et  t''  des  trois  équations  ,  on  aurait  uuq  équation  de  la  forme 
l s  -\-  my  -\-  Il  1  un  o.  Mais  on  peut  composer  à  part  les  trois  mouvemens 
uniformes  et  les  trois  mouvemens  uniformément  accélérés;  et  il  en  résultera 
un  mouvement  composé  d'un  simple  mouvement  uniforme  suivant  une 
direction  donnée,  et  d'un  simple  mouvement  uniiormément  accéléré  suivant  ' 
une  autre  direction  donnée. 

La  nature  nous  présente  aussi  la  combinaison  de  ces  mouvemens  dans 
les  projectiles  lancés  obliquement  à  l'horizon,  en  faisant  abstraction  de  la 
résistance  de  l'air.  Le  mouvement  uniforme  ,  eflet  de  la  vitesse  imprimée, 
se  continue  en  ligue  droite,  comme  s'il  était  seul;  et  le  mouvement  uni- 
formément accéléré  ,  effet  de  la  gravité  du  corps,  se  continue  aussi  verti- 
calement de  haut  en  bas,  comme  s'il  était  unique  dans  le  mobile,  de 
nianière  qu'au  bout  d'un  temps  quelconque,  le  corps  se  trouvera  au  même 
point    où  U  serait  si   ces  deux  mouvemens  s'eflèctuaient  successivement 

G  g 
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et  indépendamment  l'un  de  l'autre  ;  et  à  chaque  instant,  le  corps  a  à  la  fois 
la  vitesse  du  mouvement  uniforme  et  la  vitesse  du  mouvement  uniformément 
accéléré  ,  et  de  ces  deux  vitesses  suivant  des  directions  différentes  ,  se 
compose  la  vitesse  du  projectile. 

Soit  H  la  hauteur  d'où  il  faudrait  qu'un  corps  tombât  pour  acquérir 
ia  vitesse  avec  laquelle  le  projectile  est  lancé  obliquement  à  l'horizon  ; 
cette  vitesse  sera  exprimée  par  y  2  H,  en  prenant  ia  force  accélératrice 
de  la  gravité  pour  l'unité  f  ii."  i8()).  De- là,  en  prenant  les  abscisses  x' 
horizontales  et  dans  le  plan  de  la  ligne  de  projection ,  et  les  ordonnées  y 
verticales  et  dirigées  de  haut  en  bas ,  et  nommant  a  l'inclinaison  de  la 
licrne  de  projection  avec  l'horizontale  .v  ,  on  aura  V  z  H  cos.  a. ,  et 
Y  2  H  i'm:  a.  pour  les  vitesses  horizontales  et  verticales  :  donc  ,  les  expres- 
sions de  .V  et  y  deviendront  .v  =  f  V  2  H  cos.  o.  ci  y=zt  V  2  H  i'm.  ^  —  -^/% 
parce  que  la  direction  de  la  gravité  étant  contraire  à  celle  des  ordonnées/, 
le  terme  -!■  /'  dû  à  l'accélération  de  la  gravité,  doit  être  pris  négativement. 


a. 


En  éliminant  t  de  ces  équations ,  on  aura  y^=.x  tang.  a. 

*  ^    Jti  COS. 

équation  à  une  parabole  ,  d'où  l'on  pourra  déduire  les  propriétés  connues 
de  la  trajectoire  des  projectiles  dans  le  vide  ;  mais  ce  n'est  pas  ici  le 
lieu  d'entrer  dans  ce  détail. 

ip  5.  Considérons  maintenant  un  mouvement  quelconque,  et  supposons 
que  les  coordonnées  x ,  y  ,  i  de  la  courbe  décrite  par  le  mobile  ,  soient 
des  fonctions  données  du  temps  t,  comme  dans  le  n.°  icjo.  Dans  un 
instant  quelconque ,  au  bout  du  temps  t ,  le  corps  aura ,  suivant  la 
iilirection  de  l'axe  des  x,  la  vitesse  a'  et  la  force  accélératrice  .v"  f  n."  i  Sp  J  ; 
li  aura  pareillement ,  suivant  la  direction  de  l'axe  des  y ,  la  vitesse  y'  et 
la  force  accélératrice  ;;"  ;  et  suivant  la  direction  de  l'axe  des  3,  la  vitesse  i' 
et  la  force  accélératrice  î'.  Donc,  les  trois  vitesses  a',  /,  i'  donneront 
ia  vitesse  composée  V  {  x"'  -H  7"  -H  z' '  J  >  H.^^^  "O"^  appellerons  u^ 
'dont  la  direction  fera ,  avec  les  trois  axes  ,  des  angles  dont  les  cosinus 

/  /  / 

seront  -^,  -^ ,   -^ ;  de  sorte  que,   nommant  et,  /3,  y  ces  angles, 
u         u  u 

on  aura 


A 


r::  a  cos.  a,  y'   z:z:  u  cos.  /3  ,  2'  =^  °  ^°^*  y  * 
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c'est  ce  qui  résulte  de  la  théorie  du  n."  i88  ,  combinée  avec  celle  du 
n.°  191.  ■» 

Nous  remarquerons  d'abord  ici  que  l'expression  de  la  vitesse  11  du  mobile 
est  la  même  que  celle  de  la  fonction  prime  de  l'arc  de  la  courbe  par- 
courue ( n."  I -f^)  ;  de  sorte  que  nommant,  en  général,  j  l'espace  curviligne 
parcouru  par  le  corps  ,  et  le  regardant  comme  une  fonction  du  temps  , 
on  aura  /  pour  la  vitesse  réelle  du  mobile,  comme  si  le  mouvement  était 
rectiligne.  Nous  remarquerons  ensuite  que  la  direction  de  cette  vitesse 
sera  la  même  que  celle  de  la  tangente  de  la  courbe;  car  ,  par  les  formules 
du  n.°  140  ,  on  voit  que  y'  et  j'  sont  les  tangentes  des  angles  que  la 
tangente  de  la  courbe  projetée  sur  le  plan  àts  x  et  y  et  sur  celui  i\{:s 
A- et  1,  fait  avec  l'axe  des  x  ;  mais  comme,  dans  ces  formules,  y  et  1  sont 
supposées  fonctions  de  a-,  pour  les  appliquer  au  cas  où  l'on  suppose  .v ,  y ,  j 
fonctions  dune  troisième  variable  /,  il  faudra,   suivant  la  remarque   du 

V  7 

\\P  6)  ,  substituer  — ;—  et   — ~  à  la  place  de  y'  et  i  ,  de  sorte  que  les 

y 

tangentes  des  angles   ilont  il  s'agit  seront  exprimées  par  — ;—  et   -^-  : 

ces  angles  seront  donc  les  mêmes  que  ceux  des  projections  sur  les  mêmes 
plans  de  la  ligne  qui  serait  décrite  par  la  vitesse  composée  des  trois 
vitesses  x' ,  /  ,  i'  f  ti."  i  ij  i  )  ;  par  conséquent ,  cette  ligne  coïncidera  avec 
la  tangente  de  la  courbe.  De  -  là  il  suit  que  si  les  causes  qui  empêchent 
le  mouvement  d'être  rectiligne  et  uniforme,  venaient  à  cesser  subitement 
dans  un  instant  quelconque  ,  le  mobile  continuerait  son  mouvement  par 
la  tangente ,  avec  une  vitesse  égale  à  la  fonction  prime  de  l'arc  décrit.    . 

iç^G.  Les  trois  forces  accélératrices  .v" ,  y" ,  ^"  donneront  de  même 
( n."^  I  8 8  et  I ^ } )  \.\\'\<^  force  unique  exprimée  par  V (^' '  -f-  /''  — f-  7^'), 
que  nous  appellerons  P ,  et  dont  la  direction  fera,  avec  les  trois  ax'es  des 

coordonnées  x ,  y ,  1,  des  angles  dont  les  cosinus  seront  — —  ,  -^ — ,  -—  ; 

de  sorte  que,  nommant  A,  yw.,  i'  ces  angles,  on  aura 

x"  -^z  P  COS.   A ,  ;>"   :=   P  COS.   IX ,   ï  zzz  P  cos.   v. 

Ainsi ,  connaissant  la  loi  du  mouvement  du  corps,  c'est-à-dire ,  les  valeurs 

Gg  2 
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de.v,  y ,  2  en  t,  on  pourra  trouver  ,  par  ces  équations,  la  force  accélératrice 
et  sa  direction  à  chaque  instant'^,  et  réciproquement,  connaissant  la  force  P 
avec  les  angles  A  ,  /x ,  v,  on  aura  trois  équations  du  second  ordre  qui 
serviront  à  déterminer  x  ,  y  et  3  en  /.  Les  problèmes  de  la  première  espèce 
ne  dépendent  que  de  l'analyse  directe  <\&%  fonctions ,  et  sont,  par  conséquent, 
toujours  résolubles  ;  ceux  de  la  seconde  espèce  dépendent  de  l'analyse 
inverse  àçs  fonctions  ,  er  sont  sujets  à  toutes  les  difficultés  de  cette  anaivse. 

Si  le  mobile  était  sollicité  à  la  fois  par  deux  forces  accélératrices  P  et  Q 
suivant  îles  directions  faisant ,  avec  les  axes  des  x  ,  y  ,  i ,  des  angles  A,  u. ,  1 
pour  la  force  P,  t't  tt  ,  f,  a  pour  la  force  Q,  on  aurait,  par  les  formules 
des  numéros   cités  , 

a"    rrz  P  COS.   A  H—    Q   COS.  vr , 

y"    zn:    P  COS.   /A,  —\—    Q   COS.    j  ,  ^ 

"ï    m   P  COS.    V    —H    (^   COS.   <j  ; 

et  ainsi  de  suite  ,  pour   tel  nombre  de  forces  qu'on  voudra. 

■  ip7-  Supposons  que  les  directions  Aes  ^o\-qç%  P ,  Q  fassent,  avec  la 
tangente  de  la  courbe,  les  angles  A,  F  ,  puisque,  dans  les  formules  du 
)i."  I  f>  5  ,  les  angles  a. ,  (è ,  y  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la  tangente 
avec  les  trois  axes ,  on  aura,  par  la  formule  trouvée  à  la  Im  du  n."  1^2 , 

Cos.    A    r=r    COS.  st  COS.  A    H—    cos.  (è  cos.  yW,    — f-    COS.  y  cos.  K  , 
et  de  même 

Cos.    r   =  cos.  a.  COS.  -K   -f-   cos.  /5  COS.  ^   — 1—  COS.  y  cos.  ff. 
Dôiic  ,  multipliant  les  trois  dernières  équations  du  numéro  précédent  par 
cos.  ci,  COS.  f6  ,  COS.  y,  et  les  ajoutant  enseinble ,  on  aura 

.v"  cos  a  H—  y"  COS.  /S   -I-   ^"  COS.  y  z^z  P  COS.  A   -\-   Q  cos.  T. 

Substituant  pour  cos.  a ,  cos.  /2  ,  cos.  y   leurs  valeurs 

'  t      II        ,  /     ti       ^  I     m 

/  1  •'f  ■*-*->)'     -+-77  \        r         • 

//;."  lO)),  et  remarquant  que est   la    lonciion 

prime  de  /  (^  .v' ^  -4-  /^  -H  ^''  /*  ,  c'est-à-dire,  de  /,  que  par 
conséquent  cette  quantité  est  égale  à  /  ,  on  aura  l'équation 

.   s"   zzz  p  cos.  A  -i-  (2cos.  r. 


u  u  u 
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qui  est  ,    comme    l'on    voit ,    semblable    aux   cqualions    du   mouvement 
rectiiigne  suivant  les  trois  axes.  ** 

Cette  équation  sert  à  (Jcte|i:^miner  directement  la  vitesse  réelle  du  corps 
qui  est  exprimée  par  s  ;  et  l'on  voit  (]:!e  les  forces  perpendiculaires  à  la 
tangente,  n'influent  en  rien  sur  la  vitesse,  puisque  les  angles  A  ,  Y  étant 
alors  droits  ,  leurs  cosinus  sont  nuls,  ce  qui  tlétruit  les  termes  dus  à  ces 
forces  dap.s  l'expression  de  j".  D'où  l'on  peut  conclure  ,  en  général  , 
que,  lorsqu'un  corps  est  contraint  de  se  mouvoir  dans  \\\\  canal  d'une 
figure  donnée,  comme  l'action  des  parois  ^.w  canal  sur  le  corj^s  ne  peut 
s'exercer  que  perpendiculairement  au  canal  même,  la  vitesse  du  corps 
ne  sera  juillement  altérée. par  cette  action.  Au  contraire,  les  forces  qui 
agissent  suivant  la  tangente  ,  produisent  sur  la  vitesse  leur  plein  et  entier 
effet,  comme  si  le  mouvement  du  corps  éiaii  rectiiigne  ,  puisque  les 
angles  A,  F  ,di-'Venani  nuis  pour  ces  forces,  leurs  cosinus  sont  égaux 
à  l'unité.        u'....    .;ip>--.vi  .^;:  :-;,f  .  ..i-A   ,•■,    v  :yv;- I    ;.■:!.  i   wi.  ;..'-    ' / 

ip8.  La  gravité  et  toutes  les  forces  d'attraction  connues  agissent  égale- 
ment sur  louies  \q^  parties-  matérielles  des  corps,  et. y  produisent  le  même 
mouvement  ,  abstraction  faite  de  l'inégalité  des  forces,  à  raison  <\t;% 
disiances  ;  de  sorte  que  l'eflet  de  l'aciion  de  ces  forces  est  indépendant 
de  la  ina.^se  du  corps  mu ,  et  est  le  même  par  rapport  à  la  vitesse  imprimée, 
que  si  la  masse  était  réduite  à  un  point.  Dans  les  attractions  réciproques 
des  corps  ,  la,  force  d'attraction  est  proportionnelle  à  la  jnasse  du  corps 
attirant  ,  parce  que  chacune  de  ses  particules  attire  également  ;  par 
conséqueiit  ,  le  mouvement  absolu  inqMimé  au  corps  attiié ,  est  simple- 
ment proportionnel  à  la  masse  du  corps  attirant.   ' 

Il  \\<i\\  est  pas  de  même  des  forces  qui  ne  pénètrent  point  dans  l'intérieur 
des  corps,  et  qui  n'agissent  qu'à  l'extérieur,  comme  faction  des  ressorts, 
celle  de  la  résistance  des  fluides  ,  les  forces  produites  par  la  pression  , 
par  la  tension  des  fils  ,  &c.  11  est  clair  que  ces  forces  i  e  peuvent 
produire  le  même  eltet  sur  différens  corps  ,  à  moins  qu'elles  ne  soient 
proportionnelles  ;i  leurs  masses;  car  si  une  force  double,  par  exemple, 
agit  sur  lui  corps  de  masse  double  ,  c  tst  la  même  chose  que  si  cleux 
forces  simples  agissent  séparément  sur  deux  /pu^^-tTS  simpluo  ;  il  est  clair 
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aussi  que  l'effet  produit  sur  une  même  masse  ou  des  masses  égaies , 
par  différentes  forces ,  c'est-à-dire ,  le  mouvement  ou  la  vitesse  imprimée 
doit  ctre  proportionnelle  aux  forces  ;  ainsi ,  y  une  force  /^agissant  sur  une 
masse  Ai,  y  imprime  la  vitesse  V,  une  force  w/' agissant  sur  la  masse  m  M, 
y  imprimera  encore  la  vitesse  V ;  mais  la  force  ?/;  F  agissant  sur  la  même 
masse  M,  lui  imprimera  la  vitesse  ;/;  V :  donc  la  même  force  w/^  imprimera 
à  la  masse  m  AI  la  vitesse  V ,  et  à  la  masse  AI  la  vitesse  m  V ;  d'où  il 
suit  que  les  vitesses  imprimées  par  une  même  force  à  àts  masses 
différentes ,  sont  en  raison  inverse  des  masses.  Donc  ,  en  général ,  l'effet 
d'une  force  donnée  sur  une  masse  donnée ,  est  en  raison  directe  de  la 
force  et  en  raison  inverse  de  la  masse  ,  ou  comme  la  force  divisée  par 
îa  masse. 

'^  ■  Ce  principe  est  confirmé  par  l'expérience  ;  car  un  ressort  placé  entre 
deux  corps  ,  et  agissant  également  sur  l'un  et  sur  l'autre,  leur  imprime 
des  vitesses  en  raison  inverse  de  leurs  masses.  Lorsque  deux  corps  durs 
mws  sur  la  même  ligne  en  sens  opposés  ,  viennent  à  se  choquer  avec 
des  vitesses  en  raison  inverse  de  leurs  masses  ,  ils  s'arrêtent  après  le  choc , 
par  la  destruction  réciproque  de  leur  mouvement;  et  s'ils  sont  parfaitement 
élastiques,  ils  sont  réfléchis  en  arrière,  chacun  avec  la  même  vitesse  qu'il 
avait  avant  le  choc. 

Dans  les  corps  pesans ,  comme  la  gravité  agit  également  sur  toutes 
Jes  parties  de  la  masse  du  corps ,  son  action  absolue  est  proporiionnelle 
à  la  masse;  donc,  divisant  cette  action  par  la  masse,  l'effet  de  la  pesanteur 
pour  imprimer  du  mouvement  aux  corps,  devient  indépendant  de  leur 
masse ,  et  est  le  même  pour  tous  les  corps.  Mais  si  deux  corps  pesans 
se  tiennent  par  un  fil  passant  sur  une  poulie  ,  comme  les  forces  qui 
résultent  de  leur  pesanteur,  et  qui  sont  proportionnelles  aux  masses ,  tirent 
le  fil  en  sens  contraire ,  il  n"y  a  que  la  différence  de  ces  forces  qui  puisse 
leur  imprimer  du  mouvement  ;  et  comme  les  deux  corps  doivent  se  mouvoir 
conjointement  et  parcourir  le  même  espace  vertical  dans  le  même  temps, 
ia  masse  totale  à  mouvoir  est  la  somme  des  masses  ;  ainsi ,  l'acdon  de  la 
gravité  pour  mouvoir  ces  corps,  se  trouve  diminuée  en  raison  de  la  diffé- 
rence à.&s  masses  à  leur  somme  ;  par  conséquent ,  les  espaces  parcourus 
iiu  bout  d'un  temps  quelconque,  seront  à  ceux  d'un  corps  pesant  qui  tombe 
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librement,  dans  la  m^me  raison.  C'est  ce  que  l'expérience  confirme  dans 
ia  machine  connue  pour  démontrer  les  iojs  de  l'accélération  des  graves. 

15)9.  Il  résulte  du  princijjiS  que  nous  venons  d'exposer,  que  les  forces 
accélératrices  d'un  corps  doivent  ctre  estimées  par  les  valeurs  absolues 
des  forces  qui  agissent  sur  le  corps ,  divisées  par  la  masse  mcme  du  corps. 
Ainsi,  si  P ,  Q,  Sec,  expriment  les  valeurs  absolues  des  forces  qui  agissent 
5ur  un  corps  dont  la  masse  est  M,  suivant  des  directions  qui  fassent ,  avec 
ies  axes  des  coordonnées  x ,  y,  1,  les  angles  \ ,  fx ,  v  pour  la  force  P ,  les 
angles  -tt  ,  ^  ,  a  pour  la  force  Q ,  et  ainsi  des  autres ,  il  faudra  ,  dans  les 

P         d 

formules  du  n."  19^,  mettre  par-tout  ,   - — ,  &c.  ,  à   la  place  de 

AI        M  * 

P ,  Q,  &c.  ,  ou  ,  ce  qui  reviendra  au  nicme,  multiplier  par  M  les  quan- 
tités .v"  ,  y" ,  "î' .  De  cette  manière,  on  aura  donc  pour  les  équations  du 
mouvement  du  corps  M ,  sollicité  par  \es  forces  ou  puissances  quelconques 
P,  Q,  &c. ,   les  équations        -  '•'■    -  .     .       -      '   - 

Mx"  =  Pcos.X   -h-  Qcos.TT  H-  &c., 
M  y"  =   P  COS.  ^  -f-   <2  COS.  j)    H-  &c. , 
AI  î'   =   P  COS.  V    -+-    Q  COS.  <r    — {—   ikc. 
Lorsque   des   corps   s'attirent    mutuellement  ,    comme   l'attraction  est 
censée   venir  de  toutes    les  parties  de  la    masse    attirante   et   a'^ir   sur 
toutes  les  parties  de  la  masse  attirée,  il  s'ensuit  que  la  valeur  absolue  de 
la  force  d'attraction  entre  deux  corps  doit  être  proportionnelle  au  produit 
de  leurs  masses. 

20c.  Dans  ces  équations ,  les  coordonnées  .v,  y,  7,  sont  regardées  comme 
des  fonctions  du  temps  t.  Pour  avoir  les  équations  mêmes  de  la  courbe 
décrite  par  le  corps,  il  faudrait  éliminer  le  temps  et  réduire  les  coordonnées 
y  et  i  à  de  simples  fonctions  de  .v.  Voici  l'esprit  et  le  fondement  de  cette 
réduction  : 

En  regardant  les  quantités  x ,  y ,  i  comme  fonctions  de  t ,  lorsque  t 

devient  / -h  0,  ces  quantités  deviennent  x -\-  G.v'  H .v" h x'" ,  Sec 

22.3' 

e/H-~/-f--^r,&c.,s-He^'-^-4s''-+--ii-^-&c,, 
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par  les  principes  établis  dans  la  première  partie  sur  le  développement  cîej 
fonctioni.  En  regardant^'  d'unoautrê  c6ié','y  et  1  comme  fonctions  à(t  x , 
lorsque  x  devient  .y  — |—  /,  ces  mêmes  quantités  deviennent  y  — f-/  (y' )  —h- 

-IL  r/V  -H  ~{y")  -1-  &c. ,  z  -^  i(^)  ^^  (ï)  -f-  -^  (f)  -+-  &c. 
-  ■  j  -  -  •  j 

Je  renferme  ici  les  quantités  v',  7",  &:c. ,  j',^",  &'c. ,  entre  des  parenthèses  , 

pour  les  distinguer  des  mêmes  quantités  relatives  à  la  première  hypothèse. 

g  j  6' 

Donc  ,  si  on  fait  /  rrr:  Lv'  — i a"  H -v'"— H  &:c.  ,   il  faudra  que 

•  a  2.3  ^ 

.       ■                                ■  •     ^        ;  -, . .    .                                 i'-                              /  ' 
l'on  ait,'  quel   que    sdit  fi,.' î'equàtion  '  ( y' )  -^    ( y" )  ~^    


(y'")  _4_  ^c,  —  e^'  -4-  —  /  H-  — ^  /"  -I-  &c. ,   et  de  même 

/  r^V  -H  4-  ^^"^  -<-   -TT  ^^'"'^    -^-   ^'•'  =  ^S'   -^- 

■ "ï  — I '- —  -î"  H—  (Sec,  Substituant  la  valeur  de  / ,  et  comparant  les 

termes  afiectés  de  la  même  puissance  de  9,  la  première  équation  donnera 

et  ainsi  de  suite.   D'où  l'on  tire 

/  il  /   I  \     $t  tt  ta 

^7  ;  ==  ^  '  r/  ;  =      :  ,'^         =  -7^ 7T-' 

et  ainsi  de  suite.   Et  l'on  aura  ,  par  la  seconde  équation ,   des  formules 

semblables  pour  fi  J ,  fî'J ,  <S^c. ,  eti  changeant  seulement  la  lettre  7  en  i- 

"  ,'(2es  formules  s'accordent  avec  celles  que  nous  avons  trouvées ,' d'une 

..  '.  .  ■'  y" 

autre  manière,  dans  la  première  partie  (11.°  âj),  car  pi;!  voit  que  f/J  zzz  — p. 


y"  J  z:^        .v'       ;  et   ainsi  de  sui 


fy")  z:^    '    .v'  '     ;  et   ainsi  de  suue. 

I/anaîyse     précédente    est    plus   directe   ,    et    résulte    des    premiers 
principes   de  la  chose;  mais  celle  du   numéro  ciré  a 'l'aVantage  de  faire 

y 

voir  la  loi  de  la  progression  y  car  ell,e  donne  immédiatement  fy'J  =  — y-  / 
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{ y   )   ^=.  ,    -• — ,    (y     J   :=.  , ;  et   aiUM   de   suite,  en 

.       X  X 

désignant ,  par  un  trait  applique  aux  parenthèses ,  la  fonction  prime  de  la 
quantité  renfermée  entre  les  parenthèses. 

Par  le  moyen  de  ces  formules ,  on  pourra  transformer  les  équations  qui 
contiennent  les  fonctions  dérivées  .v',  .y",  S^c.  ,  y' ,  y"  ,  Sec,  -',  2" ,  Sec. , 
relativement  à  t ,  en  d'autres  équations  où  il  n'y  ait  que  les  fonctions 
dérivées  (y' )  ,  ( y"  ) ,  &c.  ,  (  '^  )  ,  (  z  )  ,  «Sec  ,  relativement  ù  .v. 

a  0  I .  Pour  en  donner  un  exemple ,  supposons  qu'on  demande  la  résistance 
du  milieu  ,  en  vertu  de  laquelle  un  corps  pesant  lancé  dans  ce  milieu 
décrirait  une  courbe  donnée.  On  regardera  la  résistance  comme  une  force 
retardatrice  qui  agit  dans  la  direction  même  du  corps,  c'est-à-dire,  dans 
celle  de  la  tangente  de  la  courbe  :  ainsi  ,  en  nommant  /•  la  résistance , 
c'est-à-dire,  l'action  du  milieu  résistant  sur  la  surface  du  corps,  tlivisée 
par  la  masse  même  du  corps ,  on  aura  —  r  cos.  x,  —  /cos.  ,ô,  —  /*  cos.  y 
pour  les  forces  accélératrices  qui  en  résultent  suivant  les  directions  dés- 
axes àQ$  X  ,y  ,  i,  les  angles  a. .  /3,  7  étant  ceux  de  la  tangente  avec  ces  axes. 
De  plus ,  si  on  nomme  g  la  force  accélératrice  de  la  gravité,  et  qu'on  prenne 
les  coordonnées  _y  verticales  et  dirigées  de  bas  en  haut,  on  aura  — g  pour  la 
force  accélératrice  provenant  de  la  gravité  suivant  les  ordonnées  y. 

Donc ,  les  équations  du  mouvement  seront 

x"  =  —  r  cos.  et ,  y"  z=^  —  g  —  r  cos.  ,3 ,  Z  zzz  —  /■  cos.  7  / 
substituant  pour  cos.  «. ,  cos.  /S  ,  cos.  y  ,  leurs  valeurs ,  ~ — ,    — i— 


u 

(  n.'    /^  j  ) ,  où  u  ,  vitesse  du  corps ,  est  :rr  /  =:  V  (x'  -t- y  H—  Z'  )  > 
on  aura  celles-ci 


/' _^1_      ,"  .  __    ^y       ^u 


»  n 

A"  7 

La  première  et  la  dernière  donnent  ^-r-  =  — ;— »  d'où  l'on  tire,  en 

prenant  les  fonctions  primitives  ,  z  ^^^^  '"  ■'^'  -^  "  >  >"  '^t  //  étant  des 
constantes  arbitraires.  Cette  équation,  étant  celle  d'un  plan  vertical,  fait 
voir  que    la  courbe  est  nécessairement  toute   dans  ce  plan  :  ainsi  ,   eu 

H  h 
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prenant  l'axe  des  .v  dans  ce  même  pîan  ,  on  aura  2^rr:  o  et  ^'  ::=  o,  et 
les  équations  de  la  courbe  se  réduiront  aux  deux  premièr^i. 

Supposons ,  pour  abréger  ,    rrr  q ,  on  aura  x"  zn  —  q  x' ,  y"  izz  —  g 

q  y'  ;  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  fy"  J  du  n.°  20c  , 

on  aura  fy"J  z=z  —   -^rr  •'  ^''^-''  '^  valeur  de  q  dépend  de  {y'" J.  Or, 

on  a  ,  par  le  même  numéro,  fyj^=  —7^ ~ ; 

mais  ayant  les  valeurs  de  .\"  et  y" ,  il  n'y  aura  qu'à  prendre  leurs  fonctions 
primes  pour  avoir  celles  de  .v'"  et  /"  ;  et   l'on   trouvera  ,    en   désignant 

par  </'  la  fonction  prime  de  q ,  x"  :=  —  q  x" (/ x'  z:^  ( q"  -f-  q  )  x' , 

f  =  —  qy"  —  q' y   zzn  qg  -h-  {  q''  -(-  q'J  y'-  Ainsi  les  deux  premiers 

termes  de  la  valeur  dç  {/"J  donneront  — j^,  et  le  terme — 7-^ 


donnera  —         ,f— .  De   sorte  qu'on   aura  f  y'"  J    = "  -  r~  •'  ^^  » 

7  étant  zzzz  ; •  ,    on  fera  cette   substitution  ,  et  on  chassera 

ensuite  .v'   et  y'    au    moyen    des    éq_uations  fy'J  m:   — ~  et  f  y"  J  rr:  — 

_/-  ,  lesquelles  donneront  x' '  V (x''  -\-y'')  —  x"  /  [  i  -f-  ^v'/ j  r=z 
a"-  V\  \  -+-  (yT\  T  •         V  ,  ,      .       . 

— i-i-1 ;  de  sorte    qu  après   toutes   les  substitutions,  on  aura 

( \"'  )  rrr  —  —r ^  , ,,  -,    .  Comme  les  fonctions  dérivées  ( y'  )  , 

'  -^    ^  ^  *'[  I  -^-  6y"] 

( y" )  et  (y" )  se  rapportent  maintenant  à  la  variable  .v  ,   nous  pouvons 
les  représenter  simplement  par  y  ,  y" ,  y"'  ;  ainsi  on  aura 

JL  —  _  JULLi^jIL 

—  Il  1  • 

S  -y 

Or ,  la  courbe  étant  donnée  ,  on  a  y  en  fonction  de  x  :  de-Ià  on  fîrera 
les  fonctions  dérivées  y' ,  y" ,  y"'  ;  et  la  formule  précédente  donnera,  pour 
chaque  point  de  la  courbe  ,  le  rapport  de  la  résistance  à  la  gravité. 

La  vitesse  u  sera  =  /j'-v'^  -+-  y'V  =  a'  /  [  1   -{-(/'-)]:=: 
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■ —  ,   c  est  -  a  -  dire  ,  en  changeant  (y  )  en  y  ,  u  z=. 


^  -  (y) 
^g  ■  ^(^  -^  y") 


j . 


Si  on  suppose  la  résistance  proportionnelle  au  carre  Je  la  vitesse  et  \ 
ia  Jensitc  du  milieu  ,  alors  ,  nommant  A  cette  densité  dans  un  lieu 
quelconque,  on  aura  r  z=i  mu' A,  m  étant  un  coefficient  constant;  donc, 
substituant  la  valeur  Je  «,r=:  Jllll^yll^'  ^^  -mettant  cette  valeur 

—  y 

Jans  l'équation  ci-Jessus,  elle  deviendra  ///Anz: ■;—r-, >  P^i' 

zy    V  (l  -^-y  )  i 

où  on  déterminera  la  densité  du  milieu  nécessaire  pour  faire  décrire  la 
courbe  donnée.  Réciproquement  ,  cette  équation  servira  à  Jéterminer  la 
courbe,  lorsque  la  densité  du  milieu   sera  Jonnce. 

Pour  les  projectiles  lancés  dans  l'air ,  on  peut  supposer  la  densité  du 

milieu  constante  ;  ainsi  faisant  ,  pour  plus  Je  simplicité,   2  m  A  =:  , 

l'équation  de  la  courbe  sera  — v-  rr:  K  V  f  i  -+-  y''  )  '=■  Ks' ,  s  étant 

l'arc  de  la  courbe ,  d'où  l'on  tire  ,  en  prenant  les  fonctions  primitives  , 
y"  r=:  Ae''  ,  A  étant  une  constante  arbitraire  :  c'est  la  forme  lu  plus 
simple  sous  laquelle  puisse  <î-tre  mise  l'équation  de  cette  courbe.  On  peut 
tirer  de  ces  équations  les  différentes  approximations  qui  ont  été  données 
jusqu'ici  pour  la  détermination  de  la  courbe  décrite  par  les  boulets  et  les 
bombes;  mais  les  bornes  de  cet  écrit  nous  empêchent  d'entrer  dans  aucun 
détail  sur  ce  sujet. 

202.  Au  reste,  nous  remarquerons  encore  qu'on  aurait  pu  tirer  tout 
de  suite  l'équation  de  la  courbe,  des  équations  Ju  mouvement  a"  zrr  — 

7-  .v'  Y  y 

—  T-  ,  y"  z=:z  —  sr  —   — ,-  ,  par  l'élimination  Ju  temps  /.  En  c/IlI  ,  .v  et  y 

étant  fonctions  de  t,  on  peut  réciproquement  regarJer  j  et /■  conmie 
fonctions  Je  x ;  et  par  les  principes  Ju  n."  63  ,  si  on  regarJe,  en  général , 
x,y,  t  comme  fonctions  J'une  autre  variable  quelconque  3 ,  il  faudra 

Hh  2 
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5ub5tîiiier  et  — —  à  la  pl;^e  de  x' ,  v' ,   et    '      i     '    ,    ^      î'   '^     à  la 

'  i  ; -, 

place  Je  .v" ,  y"  ;  mais  en  prenant  x  à  la  placer  Je  7,  l'on  aura  .v'  :zr:  i  :  donc, 

/ 

I  V 

faisant  .v'  r=r    i    dans  ces    formules  ,    on    aura   à  substituer  — —  et  — 7— 

{  t 

il  n  I      tl 

à  la  place  de  a'  et  v'.et  —  —77-  et  — r ~7T~  ^  ^"^  place  de  .v"  et  v". 

Les  deux  équations  deviendront  donc  ,  à  cause  de  s'  z:=i.  V  (x'  —\—y'^J  , 

Il  '  Il  t     II  I 

d'où  il  faudra  éliminer  la  fonction  i'.  Substituant ,  dans  celte  seconde 
équation  ,  la  valeur  de  —, —  ,  tirée  de  la  première  ,  elle  deviendra  — 7— 
—  —  ir  ;  divisant  par  /' ,   et  prenant  de  part  et  d'autre  les  fonctions 

/'  III 

%  t  o'  y 

primes,  on  aura ^,-7—  zrz  — -„-t-;  valeur  qui,  étant  substituée  dans 

*  t  y  ~ 

,                                  ,      ,              '•  y"  >^(^r -+-)■' V 

la  première  équation ,  donnera,  comme  pius  haut, ■==.  — 


.  "  i 


zy 

A  l'égard  de  la  vitesse  u  =n  s'  =r  V  f  ■\"'   H-  /V'    ^^^'^   deviendra 
. — : — ^^ — —;  et  comme  oa  vient   de   trouver   t'  zz:^   V  /  la 

vitesse  deviendra  — ; s »  comme  ci-dessu5. 

y  —  y 

De  cette  manière ,  on  pourra  toujours  éliminer  le  temps  dans  les 
■équations  du  mouvement,  pour  avoir  tout  de  suite  celles  de  la  courbe 
décrite  ;  et  nous  aurions  pu  en  user  d'abord  ainsi  :  mais  l'analyse  que 
nous  avons  donnée,  nous  sera  utile  pour  découvrir,  comme  nous  l'avons 
annoncé  au  commencenient  de  cet  écrit,  la  véritable  source  de  la  méprise 
où  Nevton  est  toinbc  dans  la  première  édition  des  Principes,  en  résolvant 
le  problème  dont  nous  venons  de  nous  occuper  ,  et  qui  est  le  troisième 
du  second  livre  de  cet  ouvrage. 

203.  Voici  la  première  solution  de  Newton  réduite  en  analyse 
f  Œuvres  Je  ieiin  Bernoulli,  ton:.  /,  p^ig.  ^8  f  ).  Le  mobile  étant  parvenu 
à  \\\\  point  quelconque  de  la  courbe,  sans  la  résistance  et  ia  gravité  il 
décrirait  dans  un  temps  domié  très -petit,  \\\\^  partie  très -petite  de  b 
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tangente  que  nous  désignerons  par  et/  soit  7  le  petit  espace  que  fa  gravité 
ferait  décrire  dans  le  même  temps  perper».liculairement  à  l'horizon ,  et  y 
le  petit  espace  dont  la  résistance  diminue  l'espace  et  parcouru  sur  la 
tangente,  il  est  clair  que  le  iapport  de  5>  à  y  sera  celui  de  la  résistance 
à  la  gravité.  Ainsi  le  corps  ,  dans  le  temps  qu'il  aurait  parcouru  sur  la 
tangente  l'espace  et   —  5),  sera  descendu  verticalement  de  la  quantité  y  ; 

par   conséquent   7   sera  la  Hcclie  de  l'arc   a.  ^.    Maintenant,   si   on 

considère  le  corps  comme  partant  du  mcme  point  et  rebroussant  chemin 
pour  décrire  en  sens  contraire  le  mcme  arc  de  courbe  qu'il  a  parcouru  , 
il  faudra  regarder  la  résistance  comme  négative  ,  et  par  conséquent  comme 
une  force  qui  accélère  le  mouvement  au  lieu  de  le  retarder-  Ainsi,  le  corps 
décrira ,  dans  le  mcme  temps  très  -  petit ,  l'espace  st  — |—  y  sur  la  même 
tangente  dans  une  direction  contraire  ,  et  descendra  en  même  temps  verti- 
calement de  l'espace  y ,  en  vertu  de  la  gravité.  Par  conséquent  7  sera 
la  flèche  de  l'arc  a.  -+-  5) ,  pris  de  l'autre  côté  du  point  de  la  courbe  dont 
il  s'agit.  Or,  ïes  flèches  étant  pour  les  arcs  infiniment  petits,  comme  hs 
carrés  des  arcs  ou  des  tangentes,  la  flèche  de  l'arc  st  —  j,  pris  du  même 

côté  que  l'arc  a  -+-  p,  «cra  7  (— ^ y";  donc,  la  différence  des  flèches 

pour  les  arcs  égaux  et  —  ^,  pris  de  part  et  d'autre  du  point  donné  de 
la  courbe  ,  sera  7  1  i oT"]  ^=^  ""^ ç~'~  '  nommons  cette 

dirrerence  <>■  ,  on  aura  — -— — -— —  zir  o  ,  et  — 


T''-^-  Ç/  -  ,  -/  4  >'  -h  y 

à  cause  que  la  petite  ligne  p,  parcourue  d'un  mouvement  uniform-ément 
accéléré,  est  infiniment  plus  petite  que  la  ligne  et  parcourue  dans  le  même 
temps  d'un  mouvement  uniforme.  Tel  est  le  raisonnement  de  Newton, 
présenté  de  la  manière  la  plus  claire  ;  et  le  résuhat  que  nous  venons  de 
trouver,  s'accorde  avec  celui  du  corollaire  II  chi  problème  cité ,  où  il  est 
visible  que  les  lignes  CF  et  F  G  sont  ce  que  nous  avons  nommé  et  et  7, 
et  que  la  différence  FG  —  Kl  est  ce  que  nous  avons  nommé  A 

Maintenant ,  en  prenant  les  abscisses  .v  horizontales  et  les  ordonnées  y 
verticales  et  dirigées  de  bas  en  haut.  Newton  suppose  que  pour  l'abscisse 
.V  — t-  0,  l'ordonnée,  exprimée  en  série ,  est^'  -+-  Qc  —  Ro'  —  So^^  —h-  &'^- . 
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et  il  remarque  que  la  partie  de  la  taugeiite  qui  répond  à  la  partie  0  de  l'axe  , 
est  0  V  (  i  -f-  QV'  ^^  ^Lie  l*flèciie,  c'est-à-dire,  ia  partie  de  l'ordonnée 
comprise  entre  la  courbe  et  la  tangente,  est  Ro'  -f-  So^  H-  &;c.  En 
faisant  0  négatif  ,  on  aura  la  flèche  qui  repond  à  la  même  partie  de  la 
tangente  prise  de  l'autre  côté  du  point  de  contact,  et  qui  sera,  par  conséquent, 
R  0^  — So^  —Y-  Sec.  ;  et  la  différence  des  deux  flèches  sera  z  So^  —  &c.  : 
or  ,  il  est  visible  que  les  quantités  0  V {  i  H—  Q.'  )  •  Ro'  — f—  So'^  — (— &:c.  : 
et  2.  So'  —  &c. ,  répondent  à  celles  que  nous  avons  iiommées  a.,  y  et  i  ; 


a^ 


donc  ,  la  quantité  7—  ,  qui  exprime  le  rapport  de  la  résistance  à  la 

gravité  ,  deviendra  ,  en  divisant  le  haut  et  le  bas  par  0', ^ -^^^ 

=r  -j- ,  en  faisant  évanouir  la  quantité  infiniment  petite  0. 

C'est  aussi   le  résultat  trouvé  par  Newton   dans  l'exemple    premier   du 
même  problème. 

Suivant  notre  notation  ,  lorsque  .v  devient  x  -+-  0 ,  y  devient  y  — }—  0 y' 

y     +   y'"  — f-  &:c.  ;   èiOWQ  ,   comparant  avec    la   série    de 


Ncwlon  ,  on  a  <2  :=  y'  >  ^  ^=  —      — >  ^  ^^^  —       /  substituant 

-  •  i 

ces  valeurs  dans  la  formule  précédente  ,   le  rapport  de  ia  résistance  .1  la 

cravité  deviendra  — —— ,  au  lieu  nue  nous  l'avons  trouve 

f  3  ^  ^ 

...  ,  y"  V  \  (  1  ~k-  \'^ )  1        T-v    <    -i       •  I         I     • 

ci-dessus  / //,"  201)  —  ■— .  \j  ou  1!  suit  que  la  solution 

—  y 

de  Newton  est  fautive. 

Il  est  remarquable  que  si  on  substitue  simplement  y  ,  y" ,  )"*  pour  Q, 
—  R ,  —  S ,  on  a  un  résultat  exact  :  c'e^t  ce  qui  a  fait  croire  aux 
BcrnouHi  qui  ont  découvert  les  premiers  l'erreur  de  Nnvfon ,  et  à  tous 
ceux  qui  en  ont  parlé  depuis  ,  que  cette  erreiu"  venait  de  ce  que  Newton 
avait  pris  les  termes  de  la  série  Qo  —  R  0'  —  So^  —  &:c. ,  pour  les 
différences  premières,  secondes  et  troisièmes  de  l'ordonnée,  tandis  que  ces 
termes  ne  sont  égaux  qu'à  ces  différences  divisées  par  i  ,  2.6,  &c.  Mais, 
d'après  l'analyse  que  nous  venons  de  donner  de  la  solution  de  Ncwhn  , 
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il  est  facile  de  voir  ijiie  sa  mcprise  ne  vient  point  tie  la  considération 
des  différences  dont  il  Ji'cst  point  question  dans  sa  solution  ,  et  que  la 
substitution  âes  termes  R 0^  et  So^  de  la  série  dont  il  s'agit,  à  la  place 

des  quantités  y  et  —  dans  la  formide -,  est  légitime  :  ainsi,  l'errcia- 

doit  être  dans  cette  formule  même,  qui  donne  le  rapport  de  la  résistance 
à  la  i2;ravité. 

204.  La  solution  de  Newton  peut  être  rendue  plus  simple  et  pluj 
directe  de  la  manière  suivante.  En  nommant  u  la  vitesse  dans  lui  point 
quelconque  de  la  courbe  ,  «9  est  l'espace  que  le  corps  parcourrait  sin-  la 
tangejite  dans  le  temps  6  ,  en  faisant  abstraction  de  la  gravité  et  de  la 
résistance.   Nommant  g  la  force  absolue  de  la  gravité  ,    et  r  celle  de  la 

résistance, et seront  les  espaces  parcom-us ,  en  vertu  de  ces  rorces ," 

dans  le  même  temps  9;  ainsi ,  le  corps  aura  parcoyru  ,  suivant  la  tangente,  la 

ligne  11%  ,    et,  suivant  l'ordonnée  v  ,  la  ligne ,  dans  une 

direction  contraire  à  celle  suivant  laqtielle  cette  coordonnée  croît.  Soit  A 
l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  x ,  il  en  résultera,  suivant  la  direc- 
tion de  Taxe  des  .y,  l'espace  (  u'^  — '■ —  )  cos.  .^,  et,  suivant  ladirec- 

tion  de  Taxe  Aiis y ,  l'espace  ( u'^ '- — )  sin.  A  —   -^ — .   Or,/  étant 

fonction  de  .v ,  supposons,  avec  Newton,  que  .v  devenant  .v  -+-  0,  y 
devienne _y  — f—  Qo  —  R 0' So''  — &ic.;  il  faudra  donc  ([u'en  faisant 

0  r=  ^«3 —  )  COS.  A,  on  ait  Qo  —  /?u'  —  So\&.c.z=z  (u^  — 

■ )  sin.  A  ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  S,  qu'on  suppose 

très  -  petite. 

Substituons ,  dans  la  seconde  équation  ,  la  valeur  de  0  donnée  par  la 
première,  et  ordonnant  les  termes  par  rapport  aux  puissances  de  9,  on  aura 

O  r 
t  <2  «  COS.  A  —  {  -^  COS.  A  -\-  R  ir  cos.  A''  J  ^'  —  (  Rur  cos.  A  ' 

^-  Sa'  cos.  A')^'-^8.c.=zz'.u  sin.  A~/  ■'" ''"' ^   -+-  ^  ;  G  '. 
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Comparant  terme  i  terme  ,  on  a  Qw  cos.  A  r=:  n<'im.  A,  Qr  cos.  A 
2  Ru''  COS.  A'  z=  r  sin.  A  -ij  g ,  Rurcos.  A'  -+-  Su^  cos.  A^  z=  o ,  &c. 
La   première   équation   donne   tang.   A  :=z  Q;  substituant  cette  valeur 

clans  la  seconde,  ona  z  R  u'  cos.  A'  z=:o-,  cToù  l'on  tire  a^  z=z — 

^  zRcos.A' 

£^  {  i  ~\-  Q.'  )         ,  .  . ,  t  Su""  COS.  A  ,     . 

^^^ ;; ;   la    troisième  donne  r   :=: ,   substituant 

z  R  R 

Al           I                              g  ■^  ^'  (  ^  ^  Q:  ) 
pour  u'  et  pour  cos.  A  leurs  valeurs ,  on  aura  rzzr  ~ ^ <— ,  et 

II-''              S  V  (i  ^an  r     ,        .  .  .    , 

de-la  • —  zrz  ——- ■ — ,    rapport  de   la    résistance    a  la  gravite, 

comme  Newton  l'avait  trouvé.  En  effet  ,  il  est  facile  de  voir  que  cette 
analyse  n'est  ,  au  fond  ,  que  celle  de  Newton  débarrassée  de  la  considé- 
ration des  deux  mouvemens  en  sens  contraire ,  et  réduite  à  la  forme  la 
plus  simple;  mais  elle  a,  de  plus ,  l'avantage  de  faire  connaître  facilement 
ia  source  de  l'erreur  ,  et  de  donner  le   moyen  d'y   remédier. 

Car  ,  pour  peu  qu'on  examine  le  calcul  que  nous  venons  de  faire ,  on 
doit  voir  que  ,  puisque  les  valeurs  de  o  et  de  (2o  —  /?  o^  —  So'^  —  &c. , 
sont  exprimées  en  séries  qui  procèdent  suivant  les  puissances  de  6,  et 
que  ces  séries  ne  vont  pas  au-delà  de  la  seconde  puissance  de  6^  il  n'est 
pas  permis  de  pousser  l'approximation  au-delà  de  cette  même  puissance 
dans  l'équation  résultant  de  l'élimination  de  o  :  d'où  il  suit  que  le 
terme  qui  contient  6'  dans  cette  équation  ,  doit  nécessairement  être 
incomple-t;  et  puisque  c'est  de   ce  même  terme  que  dépend  le  rapport 

cherché  de  —  ,    on  en    doit  conclure   que    la    valeur    trouvée    de    ce 

Ci 

rapport  est  inexacte. 

205.  Pour  pouvoir  obtenir,  Je  cette  manière,  un  résultat  exact,  il 
faudrait  ilonc  tenir  compte,  dans  les  deux  séries  dont  il  s'agit,  des  termes 
qui  contiendraient  les  troisièmes  puissances  de  9  .'  ces  termes  ne  sont 
point  donnés  ,  comme  les  premiers,  par  les  conditions  du  problème;  mais 
on  peut  les  en  déduire  par  la  loi  de  la  dérivation  de  ces  termes.  Citr , 
en  regardant  les  coordonnées  .v  Qiy  comme  fonctions  de  t ,  ces  coordonnées  , 
lorsque  /  devient  t  ^^  G ,  deviennent ,  par  les  considérations  mécaniques 

développées 
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dcveîoppces  dans  le  numéro  précédent,  .v  — l—  G«  cos.  A  —  ■ r  cos.  A 


et  y  ~+~  ^u  sin.  A f  r  sin.  A  -4—  g  )  :  ces  séries  étant  comparées 

6*  fi' 

avec  la  forme  générale  .v  — f—  9a'  H x"  H .v'"    -\-   &c.  ,  et 

°  2  2.3 

y  — I— Sy  —H    - — y"  H—  ■ — ^ —  /"  — f-  Sec,   on  aura  a-'  r=  a  cos.  A, 

x"  zzz  —  r  COS.  A,  et  y  =z  u  sin.  ^4  ,  /'  =  —  r  sin,  /i  —  g,  d'où 

ion  tire  d'abord  x'"  =z  Cr  cos.  A/  ,  y'"  =  (r  sin.  ^  /,  en 

dénotant   par  un  trait  appliqué  aux  parenthèses ,  la  fonction  prime  de  la 

quantité  renfermée  entre  les  parenthèses.  Ainsi  les  troisièmes  termes  des 

6'                             •                  6' 
séries  dont  il  s'agit,  seront  —  (rcos.  A  )'  et (r  sin.  A)'. 

Or  f  r  COS.  A  J'  z=:  r   cos.  A   r  A'  sin.    A  ,    et  f  r  sin.   A  /   z=: 

r  sin.  A  -\-  r  A'  cos.  A;  mais  les  valeurs  de  .v'  et  x"  étant  comparées, 
donnent  —  r  cos.  A  z=i  (  u  cos.  A  )'  z=.  u  cos.  A  -^  u  A'  sin.  A  ,  et 
de  même  celles  de  y  et  /'  donnent  —  r  sin.  A  —  g  zn:  (u  sin.  A)' 
z=z  u'  sin.  A  -H  a  /l'  cos.  A  ,  d'où  l'on  tire  ,  en  éliminant  u' ,  —  g  cos.  A 

:=z  a/4' /savoir,  A'  = ^ .  Substituant  cette  valeur  de  A' 

u 

dans  les  formules  ci-dessus ,  on  aura 

,                ...             ,              .            e?"  sin.  A  COS.  A        .      .        j   ,, 
(  r  cos.  /î  /    r=:   r    cos.  A   -\ ^ — ,  (  r  sm.  A  /  z=z 


r'   sin.  A  — 


gr  COS.  A^ 


On  ajoutera  donc  ces  nouveaux  termes  aux  valeurs  des  quantités  0  et 
Qo  —  /?o*  —  So^  —  &c,  du  numéro  précédent,  et  l'on  aura 

0    z=z   ^u  cos  A    —  r  cos.  A  —    /    /    cos.    A    -+- 

z  2.3' 

gr  sin.   A   cos.   A    ,  ^  „   ^  _  ,  «       .        ^ 

J,  et  Qo  —  /?tf'  —  J^o'  =  9a  sin.  /4  — 

u 

^/•A.\  8'         .  ,    .         .  ^r  cos.   A'-      , 

(  r  sm.  A  -{-g) fr  sm.  A  — .  ~ ;. 

2  2.3'  z 

li 


2^0  THEORIE 

Éliminant  o  et  poussant  la  précision  jusqu'aux  o',  on  aura  l'équation 

Q 


hQn  COS.  A  —  G'  fjQr  cos.  A -\-  Ru'  cos.  A^'  )   —  G'   [  — - 

.     ,                 .                (yr  sin.  A  cos.  A       .  _,  " 

/  /  COS.   A    H-  -^— )  —   R  u  r    COS.    A      -H 

c- 

Su"'   COS.  A^  ^    z=z  ^  Il  sin.   A   —  -^  f  r  ih\.  A -\- ^  J    — 

6'        /  ,    .        ^  gr  COS.  y4^ 

—  /  r'  sm.  A  — J  ; 

2.3'  u 

d'où  l'on  tire ,  par  la  comparaison  des  termes  ,  les  équations 

Qu  cos.  A  ::^z  u  sin.  A,  Qr  cos.  A  -\-  iRu'  cos.  A^  zizz  r  sin.  A  -{-g, 
x-v    /   /  J  o  r  sin.  A  COS.  A      ,  ,    _,  ., 

<2  /'   COS.  A  -+~ )    —   6  R  U  r  cos.  A" 

u 
/    p    -  .,  ,     .  .  gr  COS.  A'' 

6  Su'  COS.  /3'  1=  ;■'  sin.  /4 ^^ . 


Les  deux  premières  étant  les  mêmes  que  dans  le  numéro  204,  elles 

donneront  également  taiîg.  A   z=z  Q  et  u'  zr=  — /   mais  la 

troisième,  en  y  substituant  Q  cos.  A  à  la  place  de  sin.  A,  cnsuiie  divisant 

pai"  COS.   A',    et   multipliant    par    u,   deviendra    Q' i;  r  6  R  u  r  -{~ 

6Su^  COS.  A  z=:  —  gr  ;  substituant  la  valeur  précédente  de  u\  on  aura 

—   zgrfi-i-Q  J-^ ^, =0, 

d'où  l'on  tire,  à  cause  île  cos.  A  r=:  — — — — -  >  ~~  = tt^ * 

/{i^hQ-J       g  ^R 

c'est   la  valeur  que  Newton  donne  dans  la  seconde  et  dans  la  troisième 
édition  des  Principes  (  livre  II,  problème  III  )  ;  et  on  voit  qu'en  substituant 

dans   cette  valeur   les   quantités  /,    - —  . à  la  place  de 

*  "^  z  2.3 

Q,   R.   S  (  n."  20s  )<   elle  devient  —    ^ ^J^J—J-,  telle  qu'elle 

doit   être   (n.^  201), 

CfMume  Newton  n'est  parvenu  à  ce  dernier  résultat  qu'en  suivant  une 
marche  analogue  à  celle  du  calcul  dilféreiitiel  ,    nous   avons   cru  qu'il 
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n'(5taît  pas  inutile  de  faire  voir  comment  la  méthode  des  scrles  pouvait 
y  conduire ,  et  qu'on  nous  saurait  gré  J'éclaircir  ,  en  même  temps  ,  ini 
point  d'analyse  sur  lequel  les  plus  grands  géomètres  s'étaient  trompés , 
et  qui  peut  intéresser  l'histoire  de  la  naissance  des  nouveaux  calculs, 

206.  Reprenons  les  formules  générales  du  Iiuméro  199,  et  supposons 
que  la  force  P  soit  dirigée  vers  un  point  déterminé  par  les  coordonnées 
a,  h ,  c ;  si  on  nomme  p  la  distance  rtctiligne  de  ce  point  au  point  de  la 
courbe  qui  répond  aux  coordonnées  x  ,y,  1,  on  aura />  :zi:  k    [  ( .\  —  a  )'' 

i-n  ••II  -^  —  '^     y  —  ^     z  —  '■ 

-\-  (y  —  l,)''  —H  ( z ^/   J  '  ^'^  "  est  Visible  que , ■ , 

seront  les  projections  de  la  ligne  y?  sur  les  axes  ties  ,v,  y,  1;  donc 


P 


— ,   — —  seront  les  cosinus  des  angles  que  la  ligne  p  fait  avec 

P  P 

ces  axes,  c'est-à-dire,  des  angles  A,  u,  v,  que  la  direction  de  la  force  P 

fait  avec  les  mêmes  axes.  Donc ,  les  termes  P  cos.  A,  P  cos.  [x ,  P  cos.  v , 

dus  à  la  force  P  dans  les  valeurs  de  Mx" .  M f ,  M^  ,  pourront  être 

X  —  Cl  y  —  b  "^  —  ^ 

représentés  par  P  ,  P  ,  P 


P  P  P 

Si  maintenant  on  suppose/;  égal  à  une  constante  d ,  on  aura  l'équation 

de  la  surface  d'une  sphère  dont  d  on  p  sera  le  rayon  ,   et  dont  le  centre 

sera  déterminé  par  les  coordonnées  a ,  b  ,  c  ;  et  la  direction  de  la  force  P 

sera  perpendiculaire  à  la  surface  de  cette  sphère,  puisqu'elle  tend  à  son 

centre.  Donc  ,  si  nwo.  autre  surface  quelconque  représentée  par  l'équation 

f(x,  y,  1)  -=:.  G    est  tangente  à  la  sphère,  la  direction  de  la  force   P, 

sera  aussi  perpendiculaire  à  cette  surface,  et  l'on  aura,  par  le  \\P  1  5  r  , 

I     .                  .      ,       X  —  'i                                       Z                         y  —  b 
en   substituant  ;>   a    d ,  =  —    — 7— tt"  /   

'  p  >'  (^i  -I- 1  "-t- 1;  )         p 

;où  2' et 


l.  l  —  <^  I 


Z,j  sont  les  fonctions  primes  relatives  à  x  et  y  de  la  quantité  3  regardée 
comme  une  fonction  de  x  et  ^  donnée  par  l'équation  de  la  surface. 
Or,  en  prenant  les  deux  é(|uations  primes  deffx.y,  1)  z=z  o,  rela- 
tivement  à  A-   et  y,   on  a  (11,"  ^2  J  f  (x)    -\-   l' f  (  z)  =:  o,  et 

■         U   2  . 
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f'(y)  -H  ZJ'(Z)  =  o,  où  /'  (x),f'  (y):f'  (z)  désignent  les 
fonctions  primes  de  la  fonction» y"(^.\\,  y ,  1)  prises  relativement  ^  x,y ,  ^. 

Donc ,  i'  z= ^  Zy  =  —     ^,  \   ,    :  par  conséquent,  on  aura 

f  (i)  f  (i)  ^ 

X  —  a  f    (  X  ) 


p 

i  —  <: 


yl  [/' 

(  X 

r 

-H/' 

(yr 

-*-/' 

( 

ir 

] 

» 

/' 

(y) 

^If 

(  X 

r 

+  /' 

■  (yr 

--^r 

( 

ir 

] 

/ 

- 

/' 

(l) 

p     "~    ^  [f  (  '^  r  -^  f  (y  r  -^  f  (  ir  ]  ' 

Donc ,  si  la  force  P  agit  dans  une  direction  perpendiculaire  à  la  surface 
représentée  par  l'équation /(^. y  ,  y ,  1)  ^^^  o  >  il  en  résultera,  dans  les 
valeurs  des  quantités  M  x" ,  My" ,  M-^ ,  les  termes  respectifs 

U'J,^  /> 

^^i r  ( '^ r  -^ r  ( y )'  -^  f  (i r  1  ' 

p  f  (y) 

'   y  [f  (  X  j'  -^r  (  y  j'  -^r  (  ij'  ]  ' 
p  f  (  i) 


^  i  f  (  X  )'  -^  f  (  y  r  -^  r  (i  r  ]  ' 

.2,07.  Si  on  suppose  que  ie  corps  soit  forcé  de  se  mouvoir  sur  une 
surface  courbe  représentée  par  l'équation/  (x ,  y  ,  i)  zm  o  ,  il  est  clair  que 
l'action  de  la  surface  sur  le  corps  ne  peut  ctre  que  perpendiculaire  à  la 
surface.  Nommant  donc  P  la  force  qui  résulte  de  cette  action,  et  faisant 

n/'  (i)  pour  les  termes  dus  à  cette  force  dans  les  équations  du  n.°  ic?(?. 
Or,  la  force  P  n'étant  donnée  que  dans  sa  direction,  sa  valeur  demeurera 
inconnue  :  par  conséquent  la  quantité  FI  entrera  dans  ces  équations  comme 
une  inconnue  ,  mais  comme  on  a  l'équation  y  ^.v,  y  ,  ^^  r=  o  ,  à  laquelle 
ies  valeurs  Aa  x ,  y  ,  1  doivent  satisfaire,  quel  que  soit  le  temps  t,  en 
éliminant  l'inconnue  FI ,  on  aura  encore  autant  d'équations  qu'il  sera 
nécessaire  pour   la  solution  du  problème. 


OC"» 
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Maintenant  it  est  facile  de  concevoir  que  le  même  résultat  aura  lieu  ,  si , 
en  faisant  abstraction  de  ia  surface  ,  on  considère  seulement  l'équation 
f  (x,  y  ,  i)  =  o.  comme  une  équation  de  condition  donnée  par  la 
nature  de  la  question  mécanique  proposée ,  d'où  l'on  conclura  que  tome 
condition  du  problème  exprimée  par  l'équation  f(x,y,  7  J  =  o  , 
donnera  dans  les  valeurs  de  A'/ x" ,  My" ,  M-ï ,  des  termes  de  la  forme 
Uf  (x),Y\f'  (y),Wf'  (^). 

Donc  ausii ,  s'il  y  avait  dans  le  problème  deux  conditions  exprimées 
par  les  équations  /^a-,  y ,  1) ,  ^  ( x,  y  ,  1)  z=z  o  ,  ce  qui  est  le  cas  des 
corps  qui  se  meuvent  sur  des  lignes  de  figures  données  ,  chacune  de  ces 
équations  donnerai  de  pareils  termes.  Ainsi ,  on  aurait,  en  vertu  de  ces 
équations  ,  les  termes  \\  f  (x)  -l-  i'  ?'  (x)  ,  U  f  (y)  -4-  -^  1^'  ( y )  , 
n/'  (l)  -^"^  '^'  (z)  •  à  ajouter  aux  valeurs  de  Mx" ,  M  y"  ,  Afi'. 
Les  quantités  H  et  'i'  demeurent  indéterminées,  et  doivent  être  éliminées; 
mais  les  équations  que  l'on  aura  de  moins  par  ces  éliminations ,  seront 
remplacées  par  les  équations  données  f  ( x ,y ,  1)  zzz  o ,  et  :^  f-'^'O''  Z) ^^^  ° ! 
et  ainsi  de  suite. 

208.  Jusqu'ici ,  nous  n  avons  considéré  que  le  mouvement  d'un  corps 
isolé;  mais  les  formules  que  nous  venons  de  trouver  s'appliquent  également 
au  mouvement  des  corps  qui  agissent  les  uns  sur  les  autres  d'une  manière 
quelconque ,  soit  en  se  tirant  par  à^s  fils  ou  par  des  leviers ,  soit  en  se 
poussant  immédiatement  ou  par  l'entremise  de  verges  ou  de  ressorts,  «Sec. 

Lorsque  plusieurs  corps  sont  joints  ensemble  et  dépendent  les  uns  des 
autres  ,  de  manière  que  l'un  ne  puisse  être  mu  sans  que  les  autres  ne 
participent  plus  ou  moins  à  son  mouvement,  on  peut  toujours  exprimer  les 
conditions  de  ce  système  par  des  équations  entre  les  coordonnées  des 
différcns  corps  qui  le  composent  ;  car  il  est  visible  que  ces  conditions  ne 
peuvent  consister  que  dans  des  relations  données  entre  les  lieux  des 
corps  dans  l'espace.  On  aura  donc,  dans  ce  cas  ,  différentes  équations  de  la 
ïoTmçf(x,y,  i,^,-A,^ ,  Sic.J  =  o,  en  nommant  x,  y ,  i  les  coordonnées 
de  l'un  des  corps  du  système  dont  A^  sera  la  masse  ,^,v),C  les  coordonnées 
d'un  autre  de  ces  corps,  qui  aura  la  masse  N,  &c.  ;  et  chacune  des  fonc- 
tions/|^,v,  y  .  .  .  .  J  donnera  ,  relativement  au  corps  Af,  dans  les, valeurs 


2 54  THEORIE 

de  M.x",  My" ,  'M-ï  ,  les  mêmes  termes  H/'  (x),  Uf'fyJ,  Tlf  (z), 
que  si  les  quantités  '^,  n,  (^,  Gcc.  ,  étaient  constantes  :  car  il  est  facile  de 
concevoir  que  la  direction  des  forces  P ,  Q,  &c. ,  doit  être  la  même  dans 
un  instant  quelconque,  soit  que  les  corps  se  meuvent  ou  non  ,  puisqu'elle 
dépend  uniquement  de  la  disposition  mutuelle  des  corps  dans  cet  instant. 
Par  la  même  raison  ,  la  même  fonction  donnera  ,  relativement  au 
corps  N  dans  les  valeurs  de  N^"  ,  N/,,  N^' ,  les  termes  X\  f  (l) , 
Uf  r^J'  ^f  ce),  en  dénotant  par  /'  (l)  .  f(-,),  f  (  ^)  les 
fonctions  primes  àe  j  (  x ,  y  ,  i,  t, ,  y\  ,  ^  >  •  ■  )  prises  relativement  à 
^  .  VI,  (^;  et  ainsi  de  suite  pour  chaque  corps  du  système,  et  pour  chaque 
fonction  résultant  des  ditférentes  équations  données  par  les  conditions 
du  système. 

209.  Quand  des  corps  s'attirent  ou  se  repoussent  par  àes  forces 
intrinsèques  ,  ou  par  l'action  de  ressorts  auxquels  ils  sont  attachés ,  comme 
ia  force  s'exerce  suivant  la  ligne  qui  joint  les  deux  corps  qui  agissent  l'un 
sur  l'autre,  sa  direction  sera,  pour  chacun  des  corps,  perpendiculaire 
à  la  surface  sphérique  qui  passerait  par  ce  corps  ,  et  aurait  son  centre 
dans  l'autre  corps.  Ainsi,  nommant  A  la  distance  des  deux  corps  M ei  N, 
on  aura  ,  pour  les  deux  surfaces  l'équation  /  [  (x  —  ^  )''  H-  (y  —  y^  J"" 
_l-  (1  —  HJ-  ]  rzz  <l,  en  prenant  x ,  y,  i  pour  les  coordonnées  de  celle 
qui  passe  par  M ,  ei^,  r,  ^  pour  les  coordonnées  de  la  surface  qui  passe 
par  A^.  Ainsi,  suivant  la  théorie  du  n.°  207  ,  on  kraf{x,  y,  z>  ^'  '^.^) 
—  V  [(x —  ir  -^  (y — -ly^H-ZZ—  ^)'']  — ^'  et  coiTiie 
cette  valeur  donne  /'  ( x )'  -f- /'  ( y)^  -h- f  (l)''  =  i  ,  on  aura 
/>  :=  n.  Donc  ,  puiscjue  la  quantité  --/  doit  -être  regardée  comme  constante, 
•     en  prenant  les  fonctions  primes ,   on  fera  simplement 

et  prenant  FI  pour  la  force  absolue  qui  agit  sur  les  deux  corps,  on  aura 
les  mêmes  formules  cjue  ci  -  dessus  pour  l'etiet  de  cette  force  dans  le 
mouvement  des  corps  M  t\  N ,  où  il  faut  remarquer  que  la  force  FI 
devra  être  prise  positivement  lorsqu'elle  tend  à  augmenter  la  dislance  entre 
les  corps ,  et  négativement  lorsqu'elle  tend  à  la  dimin\ier, 
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Ici  ,  il  est  évident  cjuc  la  quantité  II  ilcii  cire  la  même  pour 
les  termes  qui  résultent  de  lu  même  fonciion  f(s,y.  .  .  .  )  dans  les 
équations  relatives  aux  corps  AI  et  N.  On  pourrait  iloulcr  si  cela  doit 
avoir  lieu  en  général,  comme  nous  l'avons  supposé  ,  de  (juelque  manière 
que  les  corps  agissent  entre  eux  ;  mais  on  peut  le  prouver  par  le  moyen 
du  principe  coiniu  Aes  vitesses  virtuelles. 

2,10.  JEn  effet ,  de  ce  qui  a  été  démontré  plus  haut  ('//."  2oy),  ilrésnlte 
seulement  que  les  forces  dues  à  l'équation  de  contlition  f(s,y,  1,  ^_,  v,'C...  ) 
rrr  o  ,  sont  représentées  par  11  f  (x),  Tlj'  (y)  ,  Ï^J'fzJ  poi-"'  le  corps  jif, 
par  "^f  {^)  .  -^ff-^J,  -^j'  (CJ  pour  le  corps  N,  et  ainsi  de  suite, 
les  quantités  Yl ,  '^ ,  &;c. ,  étant  nécessairement  les  mêmes  pour  le  même 
corps.  Ces  forces  ne  sont ,  à  proprement  parler,  que  des  forces  de  résistance, 
qui  naissent  de  l'action  mutuelle  des  corps,  ou  qui  viennent  des  obstacles 
qui  ,  par  la  nature  du  système  ,  altèrent  et  changent  le  mouvement  àçs 
corps.  Si  donc  on  imprimait  à  chaqiie  corps  des  forces  égales  et  directement 
contraires  à  celles-là,  l'effet  de  ces  forces  serait  détruit  par  les  résistances 
dont  nous  venons  de  parler  ;  par  conséquent,  le  système  devrait  demeurer 
en  équilibre.  Donc,  les  corps  A4',  N ,  &c.  sollicités,  suivant  les  direc- 
tions de  leurs  coordonnées,  par  les  forces  Wf  (x)  ,  l\f'  (y)  , 

n/'  (1)  pour  le  corps  M ,  par  les  forces  -f"/'  (\:.)  ,  —  "^  f  ('■') > 

"^'f  f'^J  P°^'^'  '^  corps  A^  et  ainsi  des  autres,  devront  se  faire  équilibre. 

Or,  par  le  principe  des  vitesses  vn-tuelles ,  la  sonnne  des  forces  multi- 
pliées chacune  par  la  vitesse  c[ue  le  point  011  elle  est  appliquée  aurait, 
suivant  la  direction  de  la  force,  si  on  donnait  au  système  un  mouvement 
quelconque,  doit  être  nulle  dans  le  cas  de  l'équilibre.  Donc,  prenant  dans 
notre  cas  les  vitesses  réelles  .v' ,  y' ,  i' .  '^ ,  W  .  (^ ,  &c. ,  des  corps  M,  N ,  Sec. , 
suivant  les  directions  de  leurs  coordonnées  ,  pour  leurs  vitesses  virtuelles  , 
suivant  ces  directions ,  on  aura  pour  l'équilibre  des  forces  dont  il  s'agit , 
l'équation  •  . 

^  i\j'(x)x'  -  uf  fyj/-nffzjz'  -  -^r-im  -  -^n-^}-^' 

~^r{Ui:,'  —  ^c.  =  o, 

et  cette  équation  devra  avoir  lieu   en   général  en  vertu   tle  l'équation   de 
condition  y  Y  .V,  y ,  i,    'B ,  y. ,  (^  .  .  .  J   :i:z  o  ,   d'où  dépendent  les  forces 
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ïlf  (x)  ,  Ti  f  { y  )  .  <Scc.  Or,  si  on  prend  l'cquation  prime  de  cette 
équation,  relativement  au  teiïps  /,  dont  les  variables  >: ,  y ,  1,  ^,  &c, , 
sont  censées  être  fonctions,  on  a  ( n.°  jr ) 

•^7Y-v;  -^y'f'(y)  -h  z' f  (z)  -A  ^f  (l)  -h  -//Y.;  -\- 

C/V^;-H&c.  r:=o; 

et  il  est  visible  que  cette  équation  ne  peut  subsister  avec  la  précédente , 
indépendamment  àts  valeurs  des  vitesses  x^  ,  y\  Sec. ,  à  moins  qu'on  n'ait 

n  =  -^^  =  &c. 

On  doit  conclure  de  là,  en  général,  que  les  forces  qui  peuvent  résulter 
de  l'action  mutuelle  des  corps  d'un  système  donné ,  se  déduisent  directe- 
ment des  équations  de  condition  qui  doivent  avoir  lieu  entre  les  coor- 
données des  différens  corps  du  système ,  en  prenant  les  fonctions  primes 
des  fonctions  qui  sont  nulles  en  vertu  de  ces  équations.  Les  fonctions 
primes  de  la  même  fonction ,  prises  par  rapport  aux  différentes  coordomiées, 
iont  toujours  proportionnelles  aux  forces  qui  agissent  suivant  ces  coor- 
données ,  et  qui  dépendent  de  la  condition  relative  à  cette  fonction.  J'étais 
déjà  parvenu  à  un  résultat  semblable  dans  la  Mécanique  analytique  ;  la 
démonstration  précédente  est  plus  directe,  et  donne,  pour  ainsi  dire,  la 
métaphysique  de  la  chose. 

211.  Supposons  que  les  conditions  du  système  soient  indépendantes 
de  l'origine  des  abscisses  ,  c'est-à-dire,  de  la  position  du  plan  des  j  et  3, 
et  que ,  par  conséquent ,  les  fonctions  désignées  par  les  caractéristiques 
/,  (p  ,  &c. ,  soient  telles  que  si  on  augmente  à  la  fois  les  abscisses  x,^,  &c. 
des  différens  corps,  d'une  même  quantité  quelconque  /,  cette  quantité 
disparaisse  d'elle-même  des  fonctions;  ce  qui  aura  lieu,  lorsque  ces  fonctions 
ne  contiendront  pas  les  quantités  isolées  x ,^,  &:c. ,  mais  seulement  leurs 
différences  .v ç,  &;c. 

En  substituant  x  -\-  i .  l,  -\-  i ,  &c. ,  à  la  place   de  x ,  ^,  S^c.  dans  la 
Çoncûon  f  { x , y ,  Z'^'  •  'J  >  ^^^^  deviendra,  par  le  développement  suivant 
les  puissances  de  / ,  * 
f(^■.Y.Z,^t.•')    -H    '   [/V-v;    -^   f'fV    H-  £vc.   ]    -+- 

-r-  [/"  r^^  -H  &c  ]  H-  ^c. 

Donc 
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Donc,  on  aura  nécessairement  l'équation  du  premier  ordre 

r  (^)  -^  r  (i)  4-  &c.  ^  o.  '■■ 

On   trouvera  ,  de  la  même  manière  ,  .     , 

<p'  fxj    -+-   (p'  (l)   -H  &c.    r=:    o  ;        -     ■  ■:     ..1      . 
et  ainsi  de  suite.  '■''    ' 

Or,  si  le  système  n'est  soumis  à  d'autres  forces  que  celles  qui  peuvent 
résulter  de  l'action  mutuelle  des  corps ,  les  équations  du  mouvement 
relatives  aux  coordonnées  .v ,  ^ ,  &c.,  seront  de  la  {oxxvlg  ( n."  2oy  ). 

Mx     =z   n  f   (x)   -H   ^    <Z'    (x)   -f-   &c.;  i- 

&;c. 
Donc ,  ajoutant  ces  équations  ensemble ,  on  aura  simplement 

Mx    H-  N^  -+-  &c.  =  G,   '    '  '  \ 

équation  indépendante  des  conditions    du   système. 

Cette  équation   a  l'équation   primitive  "  '  ' 

Mx'  _f_  yV^'  -h-  &c.   z=z  a;        //"■'' 
et  celle-ci  a  encore  l'équation  primitive 

Mx  -\-  N^  -\~  8ic.   =z  ai  -i-  6, 
a  et  l)  étant  des  constantes  arbitraires. 

Ainsi  on  a  tout  de  suite  ,  dans  ce  cas  ,  une  relation  entre  les  diffé- 
rentes abscisses  x,  ^ ,  Sec. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  cas  dont  il  s'agit ,  aura  lieu  dans  tout 
système  entièrement  libre  de  se  mouvoir  dans  la  direction  de  l'axe  des 
abscisses  ,  quelle  que  soit  l'action  que  les  corps  peuvent  exercer  les  uns 
sur  les  autres.  Car  alors,  relativement  à  cet  axe ,  les  conditions  du  système 
ne  pourront  dépendre  que  de  la  position  respective  des  corps ,  et  nulle- 
ment de  leur  position  par  rapport  à  l'origine  des  abscisses;  par  conséquent, 
les  équations  qui  exprimeront  ces  conditions,  ne  pourront  contenir  que 
les  différences  x  —  ^,  &c.  des  abscisses.  Et  si  les  corps  exercent  les 
uns  sur  les  autres  des  attractions  ou  des  répulsions  mutuelles ,  comme  les  • 

K  k 
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fonclioii5  f  { -^ ,  y ,  Z'  K-  •  •)  ^•î'Jcs  à  ces  forces  ,  sont  représentées  sim- 
plement par  les  distances  Y  [  ( x  '- —  ^)'  -+-  (y r  )'  -V-  f  Z  —  HJ']  &c. 

f/i."  2Q()  )  ,   ces  fonctions  auront  aussi  la   ijicme  propriété. 

Donc  ,  lorsque  le  mouvement  du  système  sera  tout-à-fait  libre  suivant 
Ja  direction  de  l'axe  des  x  ,  de  quelque  manière  que  les  corps  agissent 
Jts  uns  sur  les  autres ,  soit  par  des  forces  quelconques  de  résistance  ou 
par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle,  l'équation  précédente 
entre  les  abscisses  x ,  ^,  &c.  i\q$  différens  corps,   aura  toujom-s  lieu. 

Si  l'on  prend  dans  le  système  un  point  qui  réponde  à  i' abscisse  X ,  telle 

que  l'on  ait 

J^x  ^-  NI  -^  &c. 


M  -H  N  -I-   &c. 

on  aura  X"  z=:  o  ,  ti  de  là  X'  =.  a  ,  X  z=i  et,  en  supposant  que 
l'espace  X  soit  nul  au  commencement  du  temps.  Ainsi  ,  le  mouvement 
de  ce  point  suivant  la  direction  de  l'axe  des  x  sera  uniforme  avec  la 
vitesse  constante  a. 

iix.  Si,  dans  le  même  système,  on  suppose  que  les  corps  AI ,  N,  Sec 
soient  de  plus  animés  par  des  forces  qutlcon(|uc's  P ,  Q_ ,  ikc.  dii-igées 
suivant  l'axe  des  .v  et  tendant  à  augmenter  les  .v,  ^,  Sec,  il  faudra  dans- 
ce  cas  ajouter  rcspectivemeut  les  quantités  P,  Q,  &c. ,  aux  valeurs  de 
Mx  ,  Ne' ,  &c.  ;  ce  qui  donnera   les  équations 

Mx"  —   P  ^   nf   ( X )   -^  -^^  ç>'   (x)   -+-  Szc; 
N^'   =   (2    -H   n/'    ^^;    H-   -t^'    {^J   -+-   &c.; 
Sic. 
dont  la  somme  sera 

yl/.v"   H-   iVr   -H   ^'c-    =   P  -H   (Z  -f-  5cc.  ; 
et   si   l'on   substitue   pour   AI  x  -\-   A'ç   -H  &c,   la    quantité  ^  J/ -+- 
N  -H  Scc.J   X ,    on  aura 

(M  -H   A^  H-   &c.;   X"  =r   P  -4-   (2   H-  &c.  ; 
équation  qui  représente  le  mouvement  rectiligne  suivant  l'axe  des  x  d'un 
corps  dont  la  masse  serait  M  H-   Â^  -H   &c. ,  et  qui  serait  animé  par 
>me  force  égale  à  P  -\r  Q.  -H  &-<-• 
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D'où  l'on  peut  conclure  que  le  point  du  système  qui  repond  à 
l'abscisse  ^\;',  aura,  dans  la  direction  de  l'axe  des  .v ,  le  mcme  mouvement 
qu'il  aurait  si  tous  les  corps  >du  système  étaient  concentres  dans  ce  point, 
er  que  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  les  corps  dans  lu  direction  du 
même  axe    lui   fussent  appliquées. 

213.  Si  le  système  est  libre  à  la  fois  relativement  à  l'axe  des  x  et  à 
celui  des  y ,  il  est  visible  que  les  mêmes  résultats  auront  lieu  pour  les 
mouvemens  suivant  ces  deux  axes  ;  et  si  le  système  est  absolument  libre 
dans  tous  les  sens,  alors  les  mêmes  résultats  auront  lieu  par  rapport  aux 
trois  axes  ;  et  on  pourra  en  conclure  que  si  on  prend  dans  le  système 
un  point  qui  réponde  aux  coordoiinées  X,  Y,  Z,  telles  que  l'on  ait 

M  X    -+-    N  l  -+-  &c. 

M  ^  N  -+-  &c.         ' 
-^  Af  y  -t-   An   -4-   Sic. 

„    Ml  -H   A  C  +  &c. 

AJ  -+-  N  -+-  &c.  ' 
ce  point,  lorsque  le  système  n'est  animé  par  aucune  force  extérieure ,  se 
mouvra  uniformément  en  ligne  droite;  et  que  si  les  dîfférens  corps  du 
système  sont  animés  par  des  forces  quelconques,  le  même  point  se  mouvra 
comme  si  tous  les  corps  y  étaient  concentrés  ,  et  que  toutes  les  forces  y, 
fussent  appliquées  chacune  suivant  sa  direction  propre. 

Le  point  dont  il  s'agit  est  connu,  en  mécanique,  sous  le  nom  de  ce/itit: 
^e  gravité ,  et  la  proposition  que  nous  venons  de  démontrer  s'énonce 
ordinairement  ainsi  :  L'état  de  mouvement  ou  de  repos  du  centre  de 
gravité  de  plusieurs  corps  ,  ne  change  point  par  l'action  mutuelle  des 
corps  entre  eux  ,  pourvu  que  le  système  soit  entièrement  libre;  c'est  ce  qui 
constitue  le  principe  ou  la  loi  de  la  conservaiion  du  mouvement  du  centie 
de  gravite'.  ■  ■  ■    >  i        .;   ■     ■    -j.'-'^ 

Il  est  bon  de  remarquer  que  ce  principe  a  lieu  aussi ,  lorsque',  par  la 
rencontre  et  l'action   nuitueile   des   corps  ,    il  survient  des  changemens. 
brusques  dans  leurs  mouvemens  ;  car  on  peut   regarder  cQi  changemens 
comme  produits  par  l'action  de  ressorts  interposés  entre  les  corps  qui  se 

K  k  2 
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choquent,  et  dont  la  durée  est  presque  momentance.  C'est  ainsi  qu'on 
peut  envisager  les  changemens  qui  arrivent  dans  le  choc  des  corps  durs, 
et  c'est  par  cette  raison  que  le  mouvement  du  centre  de  gravité  n'est  point 
ahcré  dans  ces  changemens. 

2  1 4.  On  rapporte  communément  le  centre  de  gravité  de  plusieurs 
corps  à  trois  axes  fixes  ,  par  le  moyen  des  coordonnées  J(^,  Y ,  Z ,  données 
éi-dessus  ;  si  on  voulait  le  rapporter  à  des  points  déterminés,  alors  nommant 
n,  h,  c  les  trois  coordonnées  d'un  de  ces  points,  et  ci  la  distance  du 
centre  de  gravité  à  ce  point ,  on  aurait 

<f-  —  (X—  a)'  -f-  ^r  —  />/  H-  ^ Z  —  cy  z=  X'-  H-  r  -H  z^ — 

z  il  X z  bY 2  c  Z  -\-  a    —H  b'  —h-  c'. 

Or,  si  on  fait  le  carré  de  la  quantité  j\l  x  H-  N'^  -4-  &:c. ,  il  est 
facile  de  voir  qu'on  peut  le  mettre  sous  la  forme  (M  -+-  N  -H   ^c.) 

(Mx'   H-   yVf   -f-  &c.;    MN  (x  ly-   &c.;   donc  on 

aura   ( n,"  précédent ) 

Mx'  H-  N^'  -+-  &c.  JlIN  (x  —  ?/  -H   &c. 


M  -^  N  ^   <Scc. 

(M  -i-  N  -^  ôLc.y 

et   de  là  X'   2.    a  X 

-f-  a'  — 

M   (x    -    a)'    ^    N  a    -    a  y-   -t-    &c. 

AIN  (x  —  ly  -1-  &c. 

M  ^   N  -^    &c. 

(M  ^  N  -^  Sic. y     ■ 

On   trouvera  de  même  Y'   —   z  b  Y  - 

^  b'  — 

M  (y  -  by  -^  N  («  -  b~y  -+-  &c. 

MN  (y  —  h/  h-  &c. 

M  ^  N  -H  &c. 

(M  -H   A^  -t-   &c./        ' 

et  pareillement    Z'  —   2 

cZ   -\-   ^    — 

M  (i  -  cy-  -^  N  (i:  -  c-y  ^  &c. 

AIN  (z  -  Ky  +  ^^- 

M  _H  A'  ^_  &c.  (AI  -^  N  ■+■  &c./ 

Si  l'on  uut  ces  substitutions  dans  l'exjM-ession  précédente  de  d'' ,  et  qu  on 
désigne ,  pour  abréger  ,  par  A  la  somme  des  masses  AI,  N,  &c. ,  multi- 
pliées chacune  par  le  carré  de  sa  distance  au  point  donné ,  cette  somme 
étant  de  plus  divisée  par  la  somme  des  masses;  et  qu'on  désigne  aussi 
par  B  la  somme  des  produits  des  masses  prises  deux  à  deux  et  multipliées 
par  le  carré  de  leurs  distances  ïespectiyes ,  cette  somme  étant  divisée  par 
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le  carré   de  la  somme  des  masses ,   on  aura  J'   z=r  A   —   B ,  et   par 

conséquent  J  z=   V  f  A   B  J. 

Ainsi ,  comme  la  quantité  B  ne  dépend  que  de  la  position  respective 
des  corps ,  si  on  détermine  les  valeurs  de  A  par  rapport  à  trois  points 
difFéreiis  ,  pris  dans  le  système  ou  hors  du  système,  à  volonté,  on  aura 
les  distances  du  centre  de  gravité  à  ces  points  ,  et  par  conséquent  sa  position 
absolue.  Si  les  corps  étaient  tous  dans  le  même  plan  ,  il  suffirait  de  con- 
sidérer deux  points  ;  et  il  nen  faudrait  qu'un  seul  si  tous  les  corps  étaient 
dans  une  même  ligne  droite.  En  prenant  les  trois  points  donnés  dans 
les  corps  mêmes  du  système  ,  fa  position  du  centre  de  gravité  sera  donnée 
simplement  par  les  masses  et  par  leurs  distances  respec-tives.  Comme  cette 
manière  de  trouver  le  centre  de  gravité  est  peu  connue ,  j'ai  cru  pouvoir 
la  donner  ici  à  cause  de  l'utilité  dont  elle  peut  être  dans  plusieurs  occasions. 

215.  Supposons  maintenant  que  les  conditions  du  système  soient 
indépendantes  de  la  direction  des  axes  des  .v  et  y  sur  le  plan  de  ces 
coordonnées,  ensorte  qu'en  faisant  tourner  ces  axes  autour  de  l'axe  des  1 
d'un  angle  quelconque  / ,  ce  qui  changera  les  abscisses  .v ,  ç  &:c.  en 
-Y  COS.  /  — y  sin.  /,  ?  cos.  i  —  vi  sin.  /  &c.,  et  les  ordonnées  j,  -a  &c.  en 
y  COS.  i  H—  .V  sin.  / ,  »  cos.  /  — l—  ^  sin.  /  &c. ,  les  fonctions  représentées 
par  les  caractéristiques  f,  (p  &c.  ne  varient  point  par  ces  changemens , 
quelque  soit  l'angle  /'.  Il  est  facile  de  voir  que  cette  propriété  aura  lieu, 
en  général ,  dans  toute  fonction  des  quantités  .v'  -f-  y'' ,  ^  — f-  vi' , 
X  i  -\-  yi\,  xi\  —  yc,   &c. 

Si   l'on   fait  a  izn  .v  (^cos.  /  —  \  }  —  y  sin.  / ,  h  z=.y  (cos.  i  —   i  ) 

-h-  X  sin.  i ,  'X  ^  ^  (cos.  i  i  )  —  vi  sin.  i ,  (l  r^  vi  ^cos.  / i  ) 

—\-  ç  sin.  /,  &c.  ;  il  faudra  qu'en  substituant  à  la  fois  dans  ces  fonctions 
X  —H  <-/ ,  y  H—  b ,  ^  — j—  =(. ,  vi  — f-  /2  &:C.  à  la  place  de  x ,  y ,  ^,  -a  ,  Sec, 
et  développant  suivant  les  puissances  de  /',  la  somme  des  termes  affectés 
d'une  même  puissance  soit  nulle.  Or,  par  ces  "substitutions  et  par  le  dé- 
veloppement suivant  les  puissances  de  <-/ ,  //,  et,  (è ,  &c.  ,  la  fonction 
f(=<-y>l'l"-)  devient  f  (  x  ,  y .  i,  l.  .  .  ) -\- af  (x)  -4-  hf  (y) 

'^f  (V  -H  ^/'  (-^J  -H  &c.  -t-  —  f"   (x)   --H  &c. 
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Mais  on  a  sîn.  /  =  /' ,—  -f-  &c. ,  cos.  /  =z  r \-  &c.  ; 

2.3  2  ' 

donc  les  ternies  affectes  de  /  dans  la  formrie  précédente  seront 

i  [  -  yf  (^)  -+-  ^r  (y)  —  -r  (i)  -+-  u'  r-^;  -  &c.  ]  ; 

par  conséquent  on  aura  pour  la  fonction /"(^ >r ,  y  ,  .  .  )  l'équation  de  condition 

■'"  ^fy  -yf  (')  -^  U'  (■^)  —  -^f  (l)  -H  &c.  =  c. 

On  trouvera  de  la  même  manière ,  pour  la  fonction  tp  (x ,  y ,  .  .) , 
l'équation 

^  ^'  (y)  —  y  ^' P)  -^  ^'P'  f-^J  —  ^  ?'  f^J  -i-  &c.  =:  o; 
et  aiiifti  des  autres. 

.216.  Maintenant,  si  les  corps  du  système  n'éprouvent  d'autres  actions 
que  celles  qui  peuvent  résulter  de  leur  liaison  mutuelle,  ies  équations  du 
mouvement  relatives  aux  coordonnées  x,  y,  ^,  n  &c.  seront  de  cette 
forme  {  //."  2oy  )  ;  -,    -,  ■■_  ^; 

.Mx".  —  Uf  (x)  -\-  ■^(^'  (x)  -\-  Sic; 
M  y"  =  Uf  (y)  -^  ■^<?>'  (y)  -^  S^c; 
NI"  =2  Uf  (l)  -H-  -^(p'  ("c)  -f-  &c.; 
TV/  —  n/'  (■^)  -+-  -^(p'  (r)  -H  Sec; 
Sec.  ,  ,  • 

Donc,  si  on  ajoute  la  seconde  de  ces  équations  multipliée  par  .v,  la 
quatrième  multipliée  par  ^  et  ainsi  de  suite  ,  et  qu'on  en  retranche  la 
première  multipliée  par  ^,  la  troisième  multipliée  par  r,  &c. ,  on  aura,  eu 
vertu  des  équations  de  condition  trouvées  ci-dessus,  l'équation 

..        M(xy'  yx  )    -H    N  (l^^'    —   rf  ;    -+-   &c.    —    o, 

qui  est  aussi ,  comme  l'on  voit ,   indépendante  des  conditions  du  système. 
En  prenant  son  équation  primitive ,  on  aura 

M(xy'  —  y  x'  )   -H  N  (l^{  _  >,  ^7   -f-  &c.  =  C, 
C  étant  une  constante  arbitraire.  Ainsi  on  a  tout  de  suite  une  équation 
«lu  premier  ordre  entre  les  coordonnées  x ,  y ,  B,  1  &^'-  <-I<-'s  ditférens  corps. 
Or,  .v/  —  ^'.\'   zzzz  x/  -H  /a'   —   2  y  x' ;  mais-.v/   -{-  v  a' est 
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la  fonction  prime  de  xy ,  c'est-à-dire,  du  double  de  l'aire  du  triangle 
rectangle  dont  .v  est  la  base  et  y  la  hauteur,  et  j.v'  est  la  fonction  prime 
de  Taire  de  la  courbe  comprise  entre  l'abscisse  x  et  i'ordonnce  y  ;  donc 

— '■ sera  la   fonction   prime   de  la  diffc'rence  du   triangle  et  de 

l'aire  dont  nous  parlons  ;  et  il  est  facile  de  voir  que  cette  ditk'rence  est, 
en  gênerai ,  égale  à  l'espace  compris  entre  la  courbe  dont  x  et  y  sont  les 
coordonnées  ,  et  la  droite  menée  de  l'origine  de  ces  coordonnées  à  la 
courbe,  c'est-à-dire,  à  l'aire  du  secteur  décrit  par  cette  même  droite  qu'on 
nomme  rayon  vecteur. 

Ainsi,  nommant  A  cette  aire,  on  aura  x  y'  —  y  x'  ■=.  %  A'  ;  et  nommant 
4e  même  a.  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  mené  à  la  courbe  dont 
^  et  vi  sont  les  coordonnées ,  on  aura  pareillement  ^  vi'  —  vi  ^'  ;z=  2  a.'  ;  et 
ainsi  des  autres.  De  cette  manière  ,  l'équation  précédente  deviendra 
2  MA  -H—  2  N -jJ  H—  &c.  z=z  C  ;  et  comme  les  fonctions  primes  se 
rapportent  ici  au  temps  t ,   on  aura  cette   équation  primitive 

MA   -H   N^  H-  cKc.  z=z  ^Ct  -'r-  D,         ■•       - 

D  étantjune  constante  arbitraire ,  qui  sera  nulle  si-on.fail  commencer  les 
aires  A ,  a.  &ic.  au  commenceinent  du  temps  t.  Alors  la  somme  des  aires  _ 
multipliées   chacune  par  la  masse   correspondante,    sera  proportionelle 
au  temps.  ••'  '       ..  n    •  .  ..  .;.  .,.:    ^       . 

11  peut  arriver  suivant  la  forme  de  la  courbe  dont  x  et  y  sont  les 
coordonnées,  que  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  soit  au  contraire  la 
différence  de  l'aire  de  la  courbe  et  de  celle  du  triangle,  auqu^.!  cas  on 
aura  xy'  —  )' .v'  rzr  —  z  A' ;  mais  il  est  facile  de  se  coitvaincre  que, 
dans  ce  cas  ,  l'aire  sera  décrite  dans  un  sens  opposé.  Donc,  en  général , 
ia  somme  des  produits  des  masses  par  les  aires  sera  pr(>j^)ortionnelIe  ai» 
temps,  en  prenant  positivemeilt  les  aires  tracées  dans  le  moine  sens,  et 
négativement  celles  qui  seraient  tracées  dans  un  sens  opjiosé.  C'est  une 
remarque  essentielle,  et  sans  laquelle  le  théorème  dont  il  s'agit  ne  serait 
pas  vrai  en  général.  '' -       '  '^''  "■  '     "  •     " 

Cette  loi  des  aires  aura  donc  lieu  dans  le  mouvement  de  tout  systè'-ne 
de   corps    agissant   les   uiis   sur   ieô  autres    d'une  manière  quelconque. 
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pourvu  que  le  système  soit  entièrement  libre  de  tourner  autour  de  l'axe 
des  1  perpendiculaire  au  pl^i  des  x  et  y  ;  car  il  est  visible  que  les 
conditions  provenant  de  la  liaison  mutuelle  des  corps  ,  seront  alors  les 
mêmes ,  quelque  direction  qu'on  donne  aux  axes   des  x  et  y. 

Et  si  les  corps  agissent  les  uns  sur  les  autres  par  des  forces  d'attraction 
ou  de  répulsion ,  les  fonctions  dues  à  ces  forces  étant  représentées  sim- 
plement par  les  distances  V  [  ( x ^J''  —\-  (y  —  y\)''  -f-  ( z  —  Çy*']  &c. 

(il."  2  0  1)  ) ,  ces  fonctions  auront  aussi  la  propriété  que  nous  avons  sup- 
posée,  et  par  conséquent  la  même  loi  des  aires  aura  encore  lieu. 

Enfui,  si  les  corps  Al,  N  &cc.  étaient  de  plus  animés  par  des  forces 
quelconques  P ,  Q,  Sic,  dirigées  vers  des  points  donnés  de  l'axe  des  3, 
éloignés  du  plan  des  x  et  y  des  quantités  m,  11,  &ic.  ,  il  est  facile  de 
conclure   àes  formules   du   numéro  206  que   l'on  aurait    à   ajouter   aux 


■Ji  .0.  p 


valeurs  de  M  x"   et  Ny" ,  les   termes  respectifs 


X 


V[^'-^y^  ri-'"/] 


P  V 

et   — — -—. /  et  de  même  aux  valeurs  de  /M^'  et  Nrî' , 

V[x    -^  y    ^  (i-,„)    ] 

,    ^  a^  ,       Q" , 

les    termes  1 — -    et  .. : — ^T"  ''  ^^ 

ainsi    de   suite.    Donc    les    valeurs     des    quantités    A4  (  x  y"   y  x"  )  , 

A^  (^  ■■"  —  >i  '4' )  &'-"•  seront  indépendantes  de  ces  forces,  et  la  loi  des 
aires  subsistera  également  dans  ce  cas  ;  donc  elle  subsistera  aussi  si  les 
corps  ne  sont  animés  que  par  des  forces  dirigées  parallèlement  au  même 
axe ,  et  par  conséquent  perpendiculaires  au   plan   des  .v  et  y. 

217.  Donc,  en  général,  si  le  système  est  libre  de  tourner  autour 
d'un  axe  fixe  ,  quelle  que  soit  l'action  que  les  corps  peuvent  exercer 
\ei  uns  sur  les  autres  et  de  quelques  foTces  qu'ils  soient  animés ,  pourvu 
qu'elles  tendent  à  cet  axe  ou  qu\41e^  y  soient  parallèles  ,  la  somme  des 
produits  de  la  masse  de  chaque  corps  par  l'aire  que  sa  projection  sur  un 
plan  perpendiculaire  au  même  axe  décrit  autour  de  cet  axe ,  est  toujours 
proportionnelle  au  temps. 

Si  donc  le  système  était  libre  de  tourner ,  d'une  manière  quelconque , 

autour 
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autour  d'un  point  Hxê,  et  qu'outre  l'action  mutuelle  des  corps ,  chacun 
d'eux  fût  encore  sollicité  par  une  force  quiconque  tendant  à  ce  point , 
ia  mcme  loi  des  aires  aurait  lieu  relativement  à  tous  les  axes  (jui 
passeraient  par  ce  mcme  poiftt.  Ainsi ,  dans  ce  cas ,  en  prenant  ce  point 
pour  l'origine  des  coordonnées,  on  aurait,  relativement  aux  trois  axes  des 
coordonnées,  ces  trois  équations  du  premier  ordre  fn."  précédent): 

M  (x/  yx' )   -+-  N  (l;'  •.  'î!)   -+-  &c.   zzr   C, 

M  (xi  —  ix')   H-  N  (Itl  —  <!;?';   -H  &c.  =   D, 
M  (yi   —   zy')   H-   A^  (-.t:   —   ^/;   -H   c^c.    z:^  E; 

C ,  D ,  E  étant  trois  constantes  arbitraires. 

218.  Si  le  système  était  entièrement  libre,  et  qu'il  n'y  eût  aucun 
point  fixe,  ces  équations  et  par  conséquent  la  loi  des  aires  auraient  lieu 
par  rapport  à  un  point  quelconque  qu'on  prendrait  pour  l'origine  à&s 
coordonnées,   et  pour  tous  les  a\cs  qu'on  ferait  passer  par  ce   point. 

Il  en  serait  encore  de  mcme  dans  ce  cas  ,  si  le  point  dont  il  s'agit ,  au 
lieu  d'être  fixe  dans  l'espace,  avaii  un  mouvement  quelconque  rectiligne 
et  uniforme.  Y^w  effet,  supposons  qu'il  parcourre  dans  le  temps  /  les 
espaces  et/,  Ç:.t ,  yt  suivant  la  direction  des  axes  des  x,y,  i>  lt?s  vitesses 
a. ,  Q> ,  y  étant  constantes,  et  soient  p,  q ,  r  les  coordonnées  du  corps  M , 
'^  •  %>  9  celles  du  corps  A'^,  &c. ,  rapportées  à  ce  même  point  pris  pour  leur 
origine  ,  il  est  clair  qu'on  aura  p  r^  .v  a.t ,  ^  =r  ^  (It ,  r  zzz:  1 

yt,  et  de  même  tt  :ziz  H  ^^ >  %  ^^^^  '^   l^t,^  z:r  (^  yt; 

et  ainsi  des  autres.   Donc  ,  on  aura/7<^'  qp'  z=z  (x  —  at)   (y'  —  ,2^ 

—  {y  —  (itjf.x'  —  cc)=zxy'—yx'—^.{ty'^yj-^p.ftx'  —  xj'. 

et  pareillement  -tt")^'  ;/7r'  =   ^  >i'  >i^'  aft/  -.^  J    ~+- 

^  (t^'  —  "^j  ;  et  ainsi  des  autres  formules  semblables.    On  aura  donc 

M   (pq'   —   qp'  )   ^    N  {-rry^   _   /^Tr^    _H   &c. 

—  M  (xy'   —  yx' )   -H   N  (-a^  —   ^l' )   -H  &c. 

a.t  (A'iy'  -\-N-^  -nacc.;    -\-   a.(My   -j-   TVvi   -f-  &c.; 

-4-  9>t  (Mx'  -H  Ni;  -\-&cc.J  —  /2  {Aîx  H-  A^^  -4-  &c./ 

Or,  dans  ce  cas  fti,°i  21  iQi  2 1 jj,  Mx  -^  N ^ -\- S^c.  :::^  a t -\-  l^ , 

Ll 
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M  y  -+-  N-A  -\-  Sec.  ■=:  et  -+-  A;  a,  h,  c,  ^/ étant  à^%  constantes: 
donc  ,  faisant  ces  subsiitutions.p  il  viendra 

M  (p.f  —  rjp'J  H-  N  (-KyJ  —  yy)  -+-  &c. 

—    AI  (^-f    _    y.,'  )    -+-    N  (^^r,'    —    -aI;  )    -H&C. 
~^^    r^d  pA>    ^    c  -\-    a.d   P^b. 

Ainsi  la  quantiic  M (pq  qp' )  -f-  N (nvyj  —  7^')  -\-  &c.  sera 

encore  constante;  par  conséquent,  la  somme  des  aires  décrites  autour  de 
l'axe  Aqs  r  passant  par  le  point  mobile,  multipliées  chacune  par  la  masse 
respective  ,   sera  aussi  proportionnelle  au  temps. 

On   trouvera  ,   de    la   même  manière  ,   que  les   deux  autres  quantités 

M  (p  r'  rp   )  -K  yV  /-TT  /  5)77'  ;    -+-  &c.,   M  (qi'   r q' ) 

-\—  N  (  y^'  —  J  %,'  /*  ~J~  ^'^^  »  seront  constantes,  et  qu'ainsi  la  somme 
(.les  aires  décrites  autour  des  axes  des  q  et  p  passant  par  le  même  point 
mobile,  multipliées  chacune  par  la  masse  respective,  sera  encore  propor- 
tionnelle au  temps.  . 

Donc  ,  puisque  ,  dans  le  cas  dont  il  s'agit ,  le  centre  de  gravité  dvx. 
système  ne  peut  avoir  qu'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme  ( ti."  2  i  j  J , 
il  s'ensuit  que  la  loi  des  aires  aura  lieu  aussi  par  rapport  au  centre  de 
gravité  et  pour  tous  les  axes  qu'on  fera  passer  par  ce  centre. 

Nous  remarquerons  encore  que  la  loi  des  aires  dont  nous  parlons,  a 
Jieu  aussi  comme  ceile  du  mouvement  du  centre  de  gravité ,  et  par  la 
même  raison  f  nf  -2 1  j  J  ,  lorsqu'il  survient  des  changemens  brusques 
dans  les  inouvemens  du  système,  par  l'action  mutuelle  des  corps  cpii  le 
composent.  Ainsi  la  même  loi  peut  s'appliquer  également  au  choc  des 
corps  durs  et  à  celui   des   corps  élastiques. 

2i(j.  Quelles  que  soient  les  conditions  du  système,  les  équations  de 
condition  f  f  x  ,  y ,  i ,  ^  .  .  .  J  =z  o ,  q^  (  x ,  y  ,  i ,  t  .  .  .  ^  =  o  ,  Sec 
donneront  toujours,  en  prenant  les  fonctions  primes  relativement  au  temps 
t,  dont  les  variables  x ,  y  ,  &c.  sont  des  fonctions, 

-v/Y-v;  -4-  yf'ly)  H-  if'(i)  -+-  "^f'd)  -H  «/YV  -h  ^'/YC;  ~h  &c. = o , 

^'ç  Y-v;  ^y'<p'(y)  H-  2'<pY2^  -h  ^'*  y^;  -h  -i'^yv  -h  c?  y<;  -^  ^''  ^  °  - 

et  ainsi  de  suite. 
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Or,  SI  le  système* n'cprouve  que  l'action  des  forces  qui  résultent  de 
ces  conditions ,  les  équations  du  mouvement  des  corps  Al ,  N ,  &:c.  sexont 
de  la  forme  (  u."  2.0  8  ). 

M  s"  —  Uf  (s)  -\-  i'  fp'  (s)  -h-  c^c. 
M  y"  —  nf'(y)-\--^(p'(y)-^  ^c. 
Mf  =  Uf  (z)  -H  "tç'  (i)  -h-  &c. 
N'^'  z=zWj'(l)-\--^<p'il)-V-  &c. 
A'  V."  =z  n/'  (  :  )  -^  -^  (ç!  ( -A )  -\-  ^<^- 

(Sec. 

Donc,  multipliant  ces  équations  respectivement  par  x' ,/ ,  i' ,  B,' >y)',  ^,  <S:c. 
et  les  ajoutant  ensemble,  on  aura  celle-ci , 

qui  est  entièrement  indépendante  des  conditions  du  système,  et  qui,  par 
conséquent  ,  aura  lieu  en  général ,   quelle  que   puisse  être  la  disposition 
et  la  liaison  mutuelle  (\gs  corps  qui  le  composent. 
Cette  équation  a  pour  équation  primitive 

A4(x'^-  -t-/^  _f-  ^' V  H-  AY?"  -H  -i'^  H-  (^' V  -^  ^^-  =  ^^' 
dans  laquelle//  est  une  constante  arbitraire.  Or,  nous  avons  vu  f  /i."  /  p  ;  J 
que  y  fx''  — l— /'  -H  z'^J  t-xprime  la  vitesse  du  corps  qui  décrit  la 
courbe  dont  x,  y  ,  z  sont  les  coordonnées;  donc  ,  si  on  nonune  u  la 
vitesse  du  corps  Af ,  v  celle  du  corps  A^  et  ainsi  àcs  autres,  on  ain-a  * 
x'--  _H  y''-  H-  z'^'  =  u-  ,  l"-  -h-  r''-  H-  C"  =  ^''  '  ^^"•' 
et  l'équation  précédente  deviendra  Ain     — |—  A'^v'  — f-  &c.   izrr  //. 

Dans  la  fameuse  dispute  sur  l'estimation  des  forces  ,  on  a  appelé 
force  vive  d'un  corps  en  mouvement,  le  produit  de  sa  masse  et  du  carre 
de  sa  vitesse.  Ainsi  ,  en  conservant  cette  dénomination  ,  on  voit  par 
l'équation  qu'on  vient  de  trouver ,  que  la  somme  des  forces  vives  de  tous 
les  corps  d'un  système,  est  constante,  lorsque  ces  corps  n'éprouvent  d'autres 
actions  que  celles  qui  résultent  de  leur  liaison,  et,  en  général ,  de  toutes 
\ts,  conditions  qui   peuvent  être  exprimées  par  des  équations  entre  les 

Ll  2 
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différentes  coordonnées  du  corps ,  sans  que  le  ternes  y  entre.  C'est  dans 
cette  loi  que  consiste  le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives. 

220.  Si  les  corps  agissaient  de  plus  lis  uns  sur  les  autres  par  des 
forces  d'attraction  ou  de  répulsion  quelconques,  ces  forces  donnei'aient, 
à  la  vérité,  des  termes  de  la  même  forme  Tlf'fxJ,  Ylf  (y),  &c.  dans 
ies  valeurs  des  quantités  M x"  ,  My" ,  &c.,  en  prenant  pour  la  fonction 
f(x,  y,  ..-;  la  distance  V  [  (  x —  l  ^ -^  (  y —  ■.  y -i- (  i  —  t^y- ] 
entre  deux  corps ,  et  pour  fl  la  force  absolue  que  ces  corps  exercent 
i'un  sur  l'autre  (  n.°  2.0^  )  ;  mais  il  est  évident  que  la  condition 
x'  f  ( X )  '•\-  y'  f  ( y  )  -+-  &c.  zrr  G  ,  n'aurait  pas  lieu  pour  cette  fonction  , 
comme  pour  celles  qui  résultent  des  conditions  du  système.  Ainsi  ces 
termes  subsisteront  dans  l'équation  indépendante  des  conditions  du  système, 
et  l'on  aura  par  conséquent 

M  (x'x"  -t- y' y"  -^^^')-^N(ï:  r  h-//  -4-  ^'  ^" )  -H  &c. 

z=.n  [s'f'(x)-^y'f'(y)-^^f'{y)-^-ï:'f'a)-^.f(.)-^-^f'(:C)]  -1-&C., 

où  l'on  voit  que  la  quantité  x'  f  ( x  )  -\-  y'  f  (y  )  -f-  &c.  est  la  fonction 
prime  relativement  à  t  de  la  fonction /^^  x ,  _y ,  1,  |  .  .  .  ) ,  qui  est  ici 

Donc  ,  en  général ,  si  on  désigne  par  ^  la  distance  rectiligne  entre  les 
corps  M^l  N ,  et  par  P  la  force  absolue  d'attraction  ou  de  répulsion  que 
ces  corps  exercent  l'un  sur  l'autre,  si  on  désigne  de  même  par  q  la  distance 
rectiligne  entre  deux  autres  corps  du  système  ,  et  par  Q  la  force  absolue 
d'attraction  ou  de  répulsion  entre  c^s  corps ,  et  ainsi  de  suite,  en  prenant 
les  quantités  P ,  Q>  ^c. ,  positivement  lorsqu'elles  tendent  à  augmenter 
ies  distances  p ,  q,  «Sic,  et  négativement  lorsqu'elles  tendent  à  diminuer 
ces  distances,  et  qu'on  nomme  u,  v ,  &ic.  les  vitesses  des  corps  AI,  N ,  Sic, 
l'équation  précédente  deviendra 

Ai  un'  -i-  Nvv'  -\-  S.C.  =:  Pp'  -4-  <2/  -H  c^c. 

qui  est  également  indépendante  des  conditions  du  système,  mais  qui 
renferme,  comme  l'on  voit,  ks  forces  P.  Q,  &c.  d'attraction  ou  de 
répulsion  mutuelle. 
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2.11.  Enfin ,  si  le^  corps  étaient  en  même  temps  attires  vers  des  centres 
fixes ,  ou  repoussés  de  ces  centres ,  la  nT'me  éouation  aurait  encore  lieu 
en  prenant,  par  exemple,  p  pour  la  distance  du  corps  Ai  à  un  centre 
fixe ,  et  P  pour  la  force  quî'vient  de  ce  centre  ;  et  ainsi  des  autres.  Car 
on  peut  déduire  le  cas  des  forces  tendantes  à  des  centres  fixes,  de  celui 
des  actions  mutuelles  des  corps ,  en  supposant  que  quelques-uns  de  ces 
corps  deviennent  immobiles ,  ce  qui  a  lieu  lorsque  leurs  masses  sont 
infinies  ;  mais  ,  sans  avoir  recours  à  cette  démonstration  indirecte  ,  ii 
n'y  a  qu'à  considérer  que  si  le  corps  Af,  par  exemple ,  éprouve  l'action 
d'une  force  P  qui  part  d'un  centre  fixe  dont  la  position  soit  déterminée 
par  les  coordonnées  /,  m ,  ii ,  et  dont  la  distance  à  A^sohp,  il  en  résultera 
C ri."  s>o6 )  dans  les  valeurs  des  quantités  Mx  ,  My' ,  M'ï ,  les  termes 

.^      P(x-l)  P(y-m)  P(^-n) 

respectirs —  ,  ,  ,  et  i)ar  conséquent 

P  P  P  ^ 

dans  la  valeur  àeM(x'  x"  H—  y'  y"   —h-  Z  7^  ) ,  ou  de  Mud ,  les  termes 

P  (x  -  l)  x'  p  (y  -  m)y  ^  P  (l-  n)  { 

—  ;  mais  /)   étant 


/'                                       P                                   F 
—    /   [   ^  .V   —   l  /'   -^   (  y   ^n  y-   -^   (  i  //  /   ] ,  on  a 

,  (  X  —  l)  x'   ^    (y  —  m)  y    ■->-    (i-n)  î 

V  -z^z    ;  donc  ,  les  termes  dont 

F 

il  s'agit  se  réduisent  à  P  p'.  -   >. 

D'où  l'on  conclura  ,  en  général  ,  que  l'équation 

Muu'  -H   Nvv'  -\-  &ic.    —  Pp'   _i_   (2/  -H  &c. 

a  lieu  pour  un  système  quelconque  de  corps  disposés  ou  liés  entre  eux  d'une 
manière  quelconque,  et  qui  s'attirent  ou  se  repoussent  réciproquement, 
ou  sont  attirés  vers  des  centres  fixes ,  ou  repoussés  par  des  forces  quel- 
conques P ,  Q,  &c, ,  en  nommant  p ,  (j ,  &c.  les  distances  mutuelles  Aqs 
corps  qui  s'attirent  ou  se  repoussent ,  ou  leurs  distances  aux  centres  fixes 
d'attraction  ou  de  répulsion,  et  prenant  les  quantités  P ,  Q,  &:c. ,  posi- 
tivement ou  négativement  ,  selon  que  ces  forces  seront  répulsives  ou 
attractives ,  parce  que  les  premières  tendent  à  augmenter  les  distances 
p ,  q,  &c. ,  et  les  secondes  à  les  diminuer. 

2  2i.   Si  les  forces   P ,   Q.j  ^^i  sont  lespectivemeat  des  fonctions 
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quelconques  des  distances  p,  q ,  &c. ,  suivant  lescjuelles  elles  agissent, 
ce  qu'on  peut  toujours  supposer  lorsque  ces  forces  sont  indépendantes  les 
unes  des  autres  ,  ou ,  en  général ,  si  les  quantités  P ,  Q  ,  &c.  sont  des 
fonctions  de  /; ,  q ,  Sec. ,  telles  que  la  quantité  P  p'  -\—  Q  q'  -\-  &c. 
soit  la  fonction  prime  d'une  fonction  àt  p ,  q ,  Sec. ,  que  nous  désignerons 
par  F  ( p ,  q  ,  .  .  )  ,   l'équation  primitive   de  l'équation  ci-dessus  sera 

j/„i  _l_  Nr   H-  &c.  —  r  -h-   2  F(p  ,  q  .  .  .  ) 

K  étant  une  constante  arbitraire  ;  et ,  dans  ce  cas ,  les  forces  P ,  Q,  Sic. , 
qui  agissent  suivant  les  lignes  p,  q,  &c.  ,  seront  représentées  par  les 
fonctions  primes  F'  ( p)  j  f  ( q)  ,  ^^^ 

Soient  a,  h ,  &c.  les  valeurs  àç.  p ,  q,  &:c.  dans  un  instant  donné,  et 
U ,  V ,  &c.  les  vitesses  de  M ,  N,  Sic.  dans  cet  instant,  l'équation  pré- 
cédente rapportée  à  ce  même  instant,  donnera 

MU^-  -+-  NV  -4-  &c.  —   K  -^   zF(a,  h  .  ..) , 

d'où  l'on  tire  K  =z  MU"  H-  iVK'  -4-  &c.  —  2  F(a ,  b  .  .  .  )  ; 
donc ,  substituant  cette  valeur  ,  on  aura  l'équation  générale 

j\U'  -^  AV  H-  &c.  =z  MU'-  -H  NV  -f-  £vc.  -+-  ^F{p,q.  .  .) 
—.  xF(a,  h  ...).. 

Cette  équation  renferme  le  principe  de  la  conservation  des  forces 
vives  pris  dans  toute  sa  généralité.  Elle  fait  voir  que  la  force  vive  totale 
du  système  ne  dépend  que  à^s  forces  actives  qui  animent  les  corps  ,  et  de 
ia  position  des  corps  relativement  aux  centres  de  ces  forces  ;  de  sorte  que 
*  si ,  dans  deux  instans  ,  les  corps  se  trouvent  à  mêmes  distances  de  ces 
centres  ,  la  somme  de  leurs  forces  vives  sera  aussi  la  mcnae. 

J'entends  par  forces  actives ,  \ç.s  forces  que  les  corps  exercent  les  uns 
sur  les  autres ,  et  dont  l'effet  est  de  changer  leurs  distances  ou  leurs 
positions  respectives ,  comme  les  forces  intrinsèques  d'attraction  ou  de 
répulsion  ,  les  forces  des  ressorts  placés  entre  les  corps,  &:c.  Au  contraire, 
j'appelle yôrffj  passives  les  forces  de  résistance  produites  parles  pressions 
Aqs  corps  ,  les  tensions  des  fds  ou  des  verges  ,  &c.  ,  et  dont  l'effet  est 
de  maintenir  les  corps  dans  une  même  position  respective,  et  d'empêcher 
que  les  conditions  du  système  ne  soient  violées.  Ces  forces  passives  ne 
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contribuent  en  rien  ,  ^omnie  l'on  voit  ,  ;\  la  protliiction  de  la  force  vive; 
ies  forces  actives  seules  l'augmentent  ou  la  diminuent,  comme  elles  feraient, 
si  les  corps,  étant  mus  librement ,  partaieni  des  mêmes  points  et  arrivaient 
aux  mcmes  points  ,  en  dccrivhiit  des  lignes  (juclconques. 

223.  Nous  avons  vu  que  la  loi  du  mouvement  du  centre  de  gravite ,  et 
celle  des  aires,  sont  indépendantes  de  l'action  mutuelle  des  corps,  quelle  que 
soit  cette  action,  soit  qu'elle  vienne  des  forces  passives  ou  actives  ;  ainsi, 
à  cet  égard  ,  ces  deux  lois  ont  une  plus  grande  étendue  que  la  loi  de  la 
conservation  des  forces  vives  ,  qui  n'est  indépendante  que  de  l'action  des 
forces  passives.  11  résulte  de  là  que  cette  dernière  loi  ne  peut  pas  subsister, 
comme  les  deux  premières  ,  dans  les  cas  où  ,  jiar  l'action  mutuelle  des 
corps,  ou  par  la  rencontre  d'obstacles  ,  il  survient  des  changemens  brusques 
dans  leurs  mouvemens,  parce  que  ces  cbangemens  sont  ou  peuvent  toujours 
être  regardés  comme  l'effet  des  forces  actives  de  ressorts  placés  entre  les 
corps,  ou  entre  eux  et  les  obstacles,  et  qui,  en  se  contractant  ou  se 
dilatant  très-peu  ,  maintiennent  la  loi  de  continuité  dans  la  variation  des 
Kiouvemens.  La  force  vive  des  corps  qui  subissent  ainsi  des  changemens 
brusques  ,  reçoit,  à  chacun  de  ces  changemens  ,  une  augmentation  ou  une 
dimmution  égale  à  la  force  vive  que  l'action  de  ces  ressorts  produirait 
si  les  corps  n'étaient  soumis  qu'à  cette  action. 

Ainsi ,  si  les  corps  M ,  N ,  &:c.  viennent  à  se  rencontrer  ,  ou  à  rencontrer 
des  obstacles  ,  de  manière  qu'il  en  résulte  des  changemens  brusques  dans 
leurs  mouvemens,  on  poiuTa  appliquer  à  ces  corps,  pendant  leur  action, 
quelque  courte  qu'elle  puisse  être,  la  formule  du  luiméro  précédent  ; 
de  sorte  qu'en  nommant  U ,  V ,  &:c.  leurs  vitesses  au  commencement  de 
l'action  ,  a,  v  les  vitesses  à  la  fm  de  l'action,  désignant  de  plus  par  a  ,h ,  &c. 
les  valeurs  des  distances  p,  ^ ,  &ic.  au  commencement,  et  par  a,  [l ,  &c. 
leurs  valeurs  à  la  fin  de  la  même  action  ,  on  aura 

Ce  qui  montre  que  la  différence  des  forces  vives ,  au  commencement  et 

à  la  un  de  l'action  ,  sera  xF  (  a ,  h.  .  .  )   2  F  (  o. ,  (l .  .  .  )  ,  où  l'on 

remarquera  que,  quoique  ies  quantités  a,  /S,  &c.  diffèrent  très-peu  des 
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quantités  a ,  h ,  &c, ,  la  différence  àts  fonctions  sem'olables  F(a ,  h.  .  .)  et 
/"(^cc,  li .  .  .  )  peut  avoir  une  ^'aleur  finie  quelconque. 

224.  Comme  ces  fonctions  sont  inconnues ,  on  ne  pourrait  pas  déter- 
ininer  ,  de  cette  manière,  la  variation  de  la  force  vive;  mais,  dans  les  cas 
particuliers ,  on  pourra  la  trouver  d'après  les  conditions  du  problème. 

Lorsque  i\i:s  corps  se  choquent ,  soit  immédiatement,  soit  par  l'entremise 
'de  leviers  ou  de  machines  quelconques ,  si  les  corps  sont  parfaitement 
élastiques ,  la  compression  et  la  restitution  se  font  suivant  la  même  loi , 
et  l'action  est  censée  durer  jusqu'à  ce  que  les  corps  soient  revenus  ,  par 
la  restitution  du  ressort ,  à  la  même  position  respective  où  la  compression 
a  commencé.  On  aura  donc  pour  ce  cas  ,  dans  l'équatioir  précédente , 
et  =  a ,  jô  -z^-  h  ,  &c. ,  et  par  conséquent  F  (y.,  /2  .  .  .  )  rzz  F  (  a  ,h  .  .  .  )  ; 
d'où  il  suit  que  la  force  vive  sera  la  même  avant  et  après  le  choc  ;  ce 
qu'on  sait  depuis  long  -  temps ,  mais  dont  on  n'avait  pas,  que  je  sache, 
une  démonstration  simple  et  générale. 

Au  contraire  ,  dans  le  choc  des  corps  durs ,  l'action  n'est  censée  durer 
que  jusqu'à  ce  que  les  corps  aient  acquis  des  vitesses  en  vertu  desquelles 
ils  ne  se  nuisent  plus ,  et  qui  ,  par  conséquent  ,  ne  produisent  point 
d'action  entre  eux.  Ainsi ,  l'émet  de  ces  vitesses  sur  l'action  mutuelle  des 
corps  étant  nul,  si  on  leur  imprimait  ces  mêmes  vitesses  avant  l'action, 
elle  serait  la  même  en  vertu  des  vitesses  composées  de  celles  -  ci  et 
des  vitesses  propres  des  corps.  Donc ,  elle  serait  encore  la  même , 
si  les  vitesses  imprimées  étaient  égales  et  directement  contraires  à  celles 
dont  nous  parlons  ,  car  l'action  ue  varierait  pas ,  en  supposant  qu'on 
détruisît  ces  vitesses  imprimées ,  par  i^^s  vitesses  opposées. 

11  s'ensuit  de  là  que  ,  dans  le  choc  des  corps  durs ,  les  vitesses  u ,  v,  &c,, 
après  le  choc,  doivent  être  telles  que  ,  si  on  imprime  aux  corps  M,  N ,  &;c. 
ces  mêmes  vitesses  en  sens  contraire ,  l'équation  A4U'  -\-  NV'  -+-  Sec.  — 
'JlyJu'  __  A^/  —  &c.  =r-  2.  F  (a.  b..)  —  ^F(a..fl..)àn  numéro 
précédent  subsiste  également.  Or  ,  les  termes  (jui  en  composent  le  second 
membre,  ne  dépendant  que  de  l'action  mutuelle  des  corps,  demeurent 
nécessairement  les  mêmes  ;  donc  la  valeur  de  MU''  -H  NV'  -+-  &:c.  — 
Mu  —  Nv''  —  &.C. ,  ne  changera  pas  en  composant  les  vitesses  U,  V,  &c. 

et 
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et  les  vitesses  u,  v,  aie.  avec  les  vnesses  —  u,  —  i',  &c.  Si  Jonc  on 
nomme  A  la  vitesse  composée  de  6^  et  de  —  u ,  B  ia  vitesse  compo^ce 
de  V  et  de  —  v  ,  &.c. ,  on   aura  l'équation 

MU'--^NV"  -+-  &c.  —  Alîr  —  Ni-  —  6cc.  —  MA'  -4-  A'^'"  -t-  &c.  ; 

puisque  les  vitesses  composées  u  —  u  ,  v  —  v ,  Sac.  ,  sont  nulles. 

Comme  U,  V ,  &c.  sont  les  vitesses  avant  le  choc  ,  et  u ,  v  les  vitesses 
après  le  choc  ,  il  est  clair  que  A ,  B ,  Sec.  seront  les  vitesses  perdues  par  le 
choc;  par  conséquent,  AlA'-h-NB'  -H&c.  sera  la  force  vive  qui  résulte- 
rait de  ces  vitesses  ;  d'où  l'on  tire  cette  conclusion  :  que  ,  dans  le  choc  <\<is 
corps  durs ,  il  se  fait  wnt  perte  de  forces  vives  égale  à  la  force  vive  que 
les  mêmes  corps  auraient  s'ils  étaient  animés  chacun  de  la  vitesse  qu'il 
perd  dans  le  choc.  Ce  théorème  remarquable  est  dû,  je  crois,  à  Carnet , 
qui  l'a  trouvé  d'une  autre  manière  dans  son  Essai  sur  les  machines  eu 
général;  il  est  utile  pour  compléter  l'équation  des  forces  vives,  dans  le* 
cas  où  il  se  fait  une  perte  de  ces  forces  par  le  choc, 

225.   Dans  l'équation   du  n.°  221 

Muu'  -H  Nvv'  -4-  &c.  =i  Pp'  -^  Q^'  -+-  Sec, 
les  quantités  p  ,  ^  ,  &cc.  désignent  les  distances  rectilignes  des  points  où 
les  forces  P ,  Q,  &c.  sont  appliquées,  aux  centres  de  ces  forces;  ainsi  , 
les  quantités  p' ,  cf ,  &c.  expriment  les  vitesses  de  ces  points  suivant  les 
directions  de  ces  mêmes  forces,  et  comme  les  quantités  y;,  q ,  &c.  n'entre.nt 
point  dans  l'équation,  il  s'ensuit  qu'elle  a  toujours  lieu  ,  quelles  que  soient 
les  forces  P ,  Q.  &c. ,  soit  qu'elles  tendent  à  des  points  donnés  ou  non, 
pourvu  que  l'on  prenne  pour  //,  f/' ,  &:c.  les  vitesses  respectives  des  points 
où  ces  forces  sont   appliquées  suivant  les  directions  mêmes  des  forces. 

Si  les  forces  P,  (2,&c.  étaient  en  équilibre,  la  quantité  P/;'  H—  Q'f  —h- Sc- 
ierait nulle  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles  ( n."  2.  i  0)  :  ainsi  l'équation 
précédente  montre  ce  que  cette  quantité  devient  lorsque  les  forces  pro- 
duisent du  mouvement;  et  l'on  voit  qu'elle  est  alors  égale  à  la  fonction 
prime  de  la  moitié  de  la  force  vive  de  tous  les  corps  du  système,  quelle 
que   soit  d'ailleurs  la  disposition  et  la    liaison    mutuelle  de   ces   corps. 

Donc  si ,  dans  un  instant  quelconque ,  les  forces  qui  agissent  sur  le 
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système  viennent  à  se  contre-balancer ,  la  fonction  prime  Je  la  force.vîve 
sera  alors  nulle ,  et  par  conséquent ,  la  force  vive  sera  un  maximum  ou 
un  minhuum  ( n."  i  j  i  ).  En  général,  de  toutes  les  situations  que  le  système 
peut  prendre,  celle  où  il  serait  en  équiiib/e  ,  est  aussi  celle  où  sa  force 
vive  serait  mi  maximum  ou  un  minimimi ,  s'il  était  en  mouvement;  et 
il  est  démojitrc  que  l'équilibre  sera  stable  lorsque  la  force  vive  sera  un 
maximum  y  et  qu'il  ne  le  sera  pas  ,  lorsque  la  force  vive  sera  un  minimum. 
Mais  la  démonstration  de  cette  propriété  singulière  de  l'équilibre  ne 
p^iit  pas  être  insérée  ici.    Voye?,  la  Mécanique  analytique. 

2  2(j.  Puisque  les  quantités  p' ,  rf ,  &c.  n'expriment  que  les  vitesses 
âes  points  où  sont  appliquées  les  forces  P,  Q,  &:c. ,  estimées  suivant  la 
direction  de  ces  forces ,  on  peut  prendre  pour  p ,  (] ,  &c.  les  espaces 
simultanés  parcourus  par  ces  points,  suivant  ces  directions.  Ainsi  Pp'  sera. 
la  fonction  prime  de  l'aire  de  la  courbe  dont  l'abscisse  serait  égale  à^  et 
l'ordonnée  rectangle  serait  P ,  et  de  même  Qç'  sera  la  fonction  prime 
de  l'aire  de  la  courbe  dont  l'abscisse  sera  ^/  et  l'ordonnée  Q;  et  ainsi  cfes 
autres  f  n."  i  J  J  )•  Donc,  si  on  désigne  respectivement  ces  aires  par 
(P)  <  (Q.)'  &c.  ,  et  qu'on  prenne  les  fonctions  primitives  i\ts  deux 
membres  de  l'équation  dont  il  s'agit  ( n."  préc.  ) ,  on  aura,  en  multipliant 
par  2  et  nommant  U ,  V  \qs  vitesses  de  j\î ,  N ,  Sec.  lorsque  les  aires 
(  P)  ,  ■  (Q)  ,  &.C.  sont  supposées  commencer: 

J\iir  -H  A' v^  H-  &:c.  —  MU'-  —  NV  — &c.  —  2  ^P;  H-  2  (Q)  -t-  &c. 

i 

Cette  équation  est  ia  même  que  celle  du  n,"  222,  qui  renferme  le  principe 
de  la  conservation  des  forces  vives  ;  mais  elle  est  présentée  ici  d'une 
manière  indépendante  àits  fonctions  qui  peuvent  représenter  les  forces 
P.Q.èec. 

Si  on  suppose  que  ces  forces  agissent  chacune  séparément  sur  àes  corps 
iibres  dont  les  masses  soient  m ,  n ,  &;c.  ,  on  aura  ,  par  les  équations 
fondamentales  du  n.*^  i  95^ ,  mp  z=:  P ,  iitf  z=z  Q  ,  &c.;  donc,  multipliant 
respectivement  par  2^,  2.^',  &c. ,  et  prenant  les  fonctions  primitives, 
on  aura  w///'  =:  a  -i-  z  ( P) ,  nq''  =:  ù  -i-  z  (Q.) ,  et  ainsi  Aes 
autres,  a  ei  b  étant  des  constantes  arbitraires.  Donc  ,  si  on  suppose,  pour 
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plus  de  simplicité,  que  ies  vitesses  ;/ ,  tj' ,  &c.  soient  milles,  lorsque  les 
aires  fPJ  ,  (Q_)  ,  Sec.  commencent ,  on  aura  n  z=i  c  ,  h  z=z  o  ,  &.c.  ;  et  par 
conséquent  .  -  jvt.  [.ji;  . , 

wp''-   —   2  fP),  nf-  z=:r?,(Q),  Sec, 

où  l'on  voit  que  ;;;//' ,  titj''^  ',  &c.  sont  les  forces  vives  produites  séparément 
et  Jibrement  par  les  forces  P  .  Q_  ,  Sec.  pendant  la  génération  des  aires 
{^)  '  (Q.)  '  ^^-  ■>  «-^e  sorte  que  ces  aires  elles-mêmes  sont  égales  à  la 
moitié  des  forces  vives  produites. 

Donc,  lorsque  ces  forces  agissent  sur  des  corps  liés  entre  eux  d'une 
manière  quelconque,  elles  produisent,  dans  tout  le  système  ,  une  augmen- 
tation de  force  vive  égale  ;\  la  somme  des  forces  vives  que  chaque  force 
prddliirail  en  particulier  si  elle  agissait  seule  sur  un  corps  libre,  et  qu'elle 
lui  fît  parcourir  ,  suivant  sa  direction,  un  espace  égal  à  celui  que  le 
corps  parcourt  réellement  ,  suivant  la  même  direction.  C'est  proprement 
ce  qui  constitue  le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives. 

227.  Cette  loi  des  forces  vives  est  d'une  grande  importance  dans  la 
théorie  des  machines.  L'objet  général  des  machines  est  de  transmettre 
l'action  des  puissances  motrices  ,  de  la  manière  la  plus  propre  .à  vaincre 
les  résistances  qui  s'opposent  au  mouvement  qu'on  veut  produire.  Ces 
résistances  n'étant  que  des  forces  qui  agissent  dans  un  sens  contraire  à 
celui  des  puissances,  on  peut  les  regarder  ef traiter  comme  des  puissances 
négatives.  Ainsi,  dans  une  machiiie  quelconque  en  mouvement,  l'augmen- 
tation de  la  force  vive  totale  est  toujours  égale  à  la  somme  des  forces 
vives  que  les  puissances  auraient  produites  ,  moins  la  somme  de  celles 
qui  auraient  pu  être  produites  par  les  résistances  ,  si  les  points  sur  lesquels 
cesforces  agissent  s'étaient  mus  librement,  '       •-         ,  li 

On  peut  réduire  à  la  gravité  et  aux  iressorts  presque  toutes  les  forcer; 
dont  nous  pouvons  disposer.  Un  poids  P ,  en  descendant  librement  d'une 
hauteur  //,  acquiert  une  force  vive  égale  à  zP/i;  car,  dans  ce  cas,  la 
force  P  étant  constante,  l'sire  fPJ  est  égale  au  produit  de  l'ordonne'e  P 
par  l'abscisse  //  f  n."  226 ).  Ainsi,  lorsqu'on-a  à  sa  disposition  une  chiite 
verticale  h  d'un  poids  P ,  on  peut  dépenser  une  force  vive  égale  à  2  Pli, 
laquelle  peut    être   employée  dans  une   machine  comme   puissance    ou 
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comme  résistance.  Un  ressort  bandé  ,  produit,  en  ic  débandant  librement, 

une  force  vive  qui  dépend  de  la  force  du  ressort  et  de  l'espace  par  lequel  le 

ressort  peut  se  dél)ander ,  et  qui  est  égale  au  double  de  l'aire  fPJ  (n°  226  ). 

Donc  ,  si  on  a  à  sa  disposition  un  ressort  Joandé  jusqu'à  un  certain  point, 

et  qui  puisse  se  débander  par  un  espace  donné,  on  est  le  maître  de  dépenser 

une  force  vive  donnée  et  de  l'employer  dans  une  machine  quelconque. 

Ainsi  on  peut  dire  qu'une  chute  d'eau  ,   dont  la  quantité  et  la  hauteur 

sont  données  ;  qu'une  quantité  donnée  de  charbon  ,  en  tant  qu'elle  peut 

être  employée  à  vaporiser  une  quantité   donnée  deau  ;    qu'une  quantité 

donnée  de  poudre   à  canon  ;    qu'une    journée    de   travail    d'un    animai 

donné ,  &c. ,  renferment  une  quantité  déterminée  de  force  vive ,  dont  on 

peut  disposer,  mais  qu'on  ne  saurait  augmenter  par  aucun  moyen  mécanique. 

On  peut  donc  toujours  regarder  une  machine  comme  destinée  à  détruire 

une  quantité  doiuiée  de  force    vive    en  consumant  une  autre  force  vive 

donnée.    Et  il  suit  du  principe  général ,  que  la  force  vive  des  puissances 

motrices  doit  surpasser  celle  des  résistances  ,  de  la  quantité  dont  la  force 

vive  totale  de  tous  les  corps  qui   se  meuvent  en   vertu    de   ces   forces  , 

augmente  pendant  que  ces  mêmes  forces  vives  se  consument;  et  s'ii  arrivait 

A^s  changemens  brusques    dans   leurs   mouvemens  ,  il  y  faudrait  ajouter 

Ja  somme  des  forces  vives  qui  résulteraient  des  vitesses  perdues  dans  les 

chocs    (  11."   22^  ), 

On  peut  calculer  de  cette  manière  l'effet  de  toute  macliine,  et  déterminer 
les  conditions  nécessaires  pour  que  cet  effet  devienne  le  plus  grand  qu'il 
est  possible,  relativement  aux  circonstances  de  la  machine,  don  née. 

228.  Je  ne  m'étends  pas  davantage  sur  les  applications  à  la  mécanique, 
et  je  ne  m'arrêterai  pas  à  résoudre  des  problèmes  particuliers.  Comme  mon 
dessein  n'est  pas  de  donner  un  Traité  de, mécanique,  je  mécontente  d'avoir 
déduit  de  la  théorie  des  fonctions,  les  principes  et  les  équations  fondamen- 
tales du  mouvement ,  (|u'on  ne  démontre  ordinairemeiu  que  par  la  consi- 
dération des  infiniment  petits.  Je  m'étais  proposé  de  montrer,  dans  une 
troisième  partie  ,  la  correspondance  du  calcul  différentiel  avec  la  théorie 
des  fonctions  ,  et  d'y  faire  voir  principalement  que  la  méthode  dès  infiniment 
petits  n'est  qu'un  instrument  ingénieux  fondé  sur  celle  théorie;  et  destiné 
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à  abréger  les  opcratioi.s  qui  en  dépendent;  mais  comme  ces  rapprochemens 
ne  sont  pas  difficiles  ,  pour  ne  point  trop  grossir  cet  Ouvrage,  je  les 
laisse  à  faire  à  ceux  de  mes  lecteurs  qui  possèdent  le  calcul  différentiel; 
et  d'ailleurs  ,  Je  m'en  crois  ilispensé  par  le  nouveau  Traité  du  calcul 
différentiel  de  Lacroix  ,  où  ce  calcul  est  présenté  sous  tous  ses  points  de 
vue,  et  développé  avec  tout  le  détail  qu'on  peut  désirer. 

F  I  N. 
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